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Inledning

Detta dr en rapport om ett pedagogiskt projekt som har finansierats av Géteborgs Univer-
sitet. Projektet har kommit att kallas FIX-projektet p.g.a. ett olyckligt infall. FIX star
for forstaelseinriktad examination och namnet var tinkt som en ironisk ordlek i avvaktan
pa ett bdttre namn. Nagot sidant hittade jag dock inte.

Projektets syfte

Arbetet med 6vningsuppgifter utgér en central del i studenternas studier och i traditionell
examination. Detta innebir att lirarna genom utformning och val av $vningsuppgifter och
examination kan paverka studenternas studier. Syftet med projektet dr att inom ramen
for traditionella planeringsramar experimentera med olika typer av évningsuppgifter och
tentamensuppgifter. Tanken 4r att paverka studenternas lirande genom arbetsuppgifter
som utvecklar férstaelsen av matematiska begrepp och metoder. Detta skall bland annat
uppnas genom att man stéller enkla och grundliggande och varierade fragor, gdrna ut-
formade sa att initiativet 6verlimnas till de studerande. Projektet har genomforts pa tva
kurser ndmligen Flervariabelanalys, del 1, under VT 94 och VT 95, samt Algebra, del 2
(vanligen kallad Linjir Algebra) under HT 94. Jag har sjilv varit ansvarig for uppliggning
och examination pa dessa kurser.

Disposition

1. Matematikutbildningens férutséittningar
Beskriver hur utbildningen ser ut i stora drag. Detta avsnitt &dr frimst tinkt for en utanfor-
staende ldsare.

2. Vad dr matematik
Beskriver nagra sirmirken hos matematikimnet som har betydelse for fortséittningen.

3. Undervisning och examination
Beskriver hur undervisning och examination brukar ga till. Speciellt kommenteras 6vnings-
uppgifternas betydelse 1 undervisningen.

4. Varierade dvningsuppgifter i matematik
Detta dr rapportens huvuddel. Den beskriver olika typer av &vningsuppgifter och deras
syften, huvudsakligen genom att ge exempel.

5. Tentamensuppgifter
Detta avsnitt innehaller en exemplifierad diskussion om vilka variationsmdojligheter som kan
finnas inom ramen fér den traditionella examinationen.

6. Tva praktiska forssk
Hér beskrivs och utvirderas de forsok som jag har gjort under det senaste aret.

7. Utvdrdering av projektet



1 Matematikutbildningens férutsittningar

Har foljer ett forssk till bakgrundsteckning. Texten handlar huvudsakligen nyborjarut-
bildningen i matematik p& universitetsniva. Strdvan har varit att det som s#gs skall ha
ett matt av allmingiltighet, men troligen finns det atskilliga formuleringar som priglas av
forfattarens personliga erfarenheter.

Stabilitet och konjunktursvingningar

De yttre férutsidttningarna fér universitetets matematikutbildning har genom &ren svingt
kraftigt med den ekonomiska konjunkturen. Antalet nybérjare har varierat fran en ligsta
niva pd nagot hundratal till dagens niva pa tver sex hundra. Att man klarat av dessa
stora och dven snabba fluktationer beror pd att grundutbildningen i matematik skéts av
en av landets stérsta hogskoleinstitutioner, den med Chalmers gemensamma matematiska
institutionen. Detta har gett en buffert som dimpat konjunktursvingningarna.

Bortser man fran tillstromningen av studerande framstar de yttre férutsdttningarna
som betydligt stabilare. Antalet l&rare vid institutionen har vuxit i takt med Chalmers-
utbildningens tkning och anslagen fran universitetet har beridknats enligt tryggt konser-
verande budgetformler. Omvirldens bild av matematikimnet har inte heller rubbats i
ndmnvird grad. Det dr bilden av ett exklusivt &mne i universitetsutbildningens utkant,
ett Amne dir undervisningen bedrivs med krita och tavla och didr knappt ens det behgvs.
Datorer anvinder vi alla, blir svaret nidr nagon pekar pa dmnets dndrade férutsittningar.
Som en foljd av detta har undervisningen varit organiserad i huvudsak pd samma sétt
under de gangna decennierna, dven om nya undervisningsformer prévats och datorlabora-
tioner inforts hir och var.

Undervisningens organisation

Organisationen av undervisningen ser ut ungefir sa hir fér en nybérjarkurs i matematik:

tolv undervisningstimmar per poing,

en fempodngskurs undervisas pa atta veckor halvfart,

atta timmars undervisning per kurs och vecka,

fyra timmars foreldsning i stor grupp (ett till tva hundra studenter),
fyra timmars undervisning i liten grupp (tjugo till trettio studenter),
eventuellt nagon enstaka datorlaboration.

Undervisningen pa en fempo#dngskurs for etthundrafemtio studenter omfattar alltsd cirka
tvahundra undervisningstimmar.

Kursen avslutas med en fem timmars tentamensskrivning, bestaende av problemupp-
gifter av det slag som behandlats i kurslitteraturen samt ett par teorifrigor. Det normala
ar att cirka sextio procent av de som skriver vid foérsta provtillfillet klarar sig 6ver grin-
sen for godkint, men bortfallet fram dit dr stort. Man kan rikna med att examinationen
kostar vad som skulle svara mot ungefir femtio undervisningstimmar.

Bristen pa individualisering

En enkel aritmetisk vning dr tillricklig for att dvertyga lisaren om att det inte d4r moj-
ligt att inom den ovan beskrivna ramen inféra omfattande moment av individualiserad
undervisning. Bristen pa sidana undervisningformer dr en viktig forklaring till att stu-
denterna klarar kurserna daligt. Det dr ocksa en viktig forklaring till ldrarnas otillrickliga
kunskaper om studenternas uppfattningar och kunskapssyn. De laborativa 4mnenas labo-
rationer har en av sina frimsta pedagogiska poidnger just i momentet av individualisering
och denna individualisering bidrar till den bittre genomstrémningen i dessa dmnen. Det



finns naturligtvis ocksd en annan delférklaring till de laborativa dmnenas framgang vad
det giller genomstrémning, ndmligen dessa d&mnens rekryteringssituation. I fysik, kemi
och biologi tillimpar man spérrar, nagot som inte férekommer i matematik.

Studenternas skiftande bakgrund

Det finns alltsd dnnu en viktig férutsdttning som bor ndmnas hir, nimligen rekryteringen
av studenter till grundkurserna i matematik. Universitetets ledning har genom aren ofta
upprepat sin dnskan att man om mojligt skall undvika spidrrar. Matematikimnet tar av
tradition emot alla behoriga studerande. Detta leder till att en mycket stor grupp stu-
derande kommer till nyborjarkurser i matematik mer dirfor att de inte kommit in nagon
annanstans dn for att de har ett genuint intresse fé6r matematik eller ens ett langsiktigt
méal med sin utbildning. Detta tunga lass av svagt motiverade och ganska vilsna studenter,
ibland med svaga férkunskaper, utgor ett betydande problem s#rskilt under forsta termi-
nens kurser. Man bor dock i rdttvisans namn kontrastera denna grupp mot en annan stor
grupp av studerande, nimligen de motiverade, entusiastiska och vil férberedda.

Utbildningens stindiga férnyelse

Man méter ofta frigan om det finns nagot mer att forska om i matematik. Den enorma
flod av forskningsrapporter som viller in till matematiska institutionens bibliotek visar att
svaret dr ja. En annan vanlig missuppfattning dr att om grundkurserna i matematik ser
ut som de gjort i hundra ar. Visserligen genomgar inte grundkurserna i matematik samma
snabba férdndring som kan vara fallet i en del andra dmnen. Grundkurserna i matematik
har ett lingre avstand till aktuella forskningsfronter #n de flesta andra dmnen. Likvil sker
en stindig fordndring av kursinnehdll och kursutformning. Detta &ri hog utstrickning sant
nir det giller universitetets grundkurser. Bade innnehall och inriktning av dessa kurser
har genomgétt betydande férindringar de senaste decennierna. Mycket arbete har ocksa
lagts ned pé utveckling av undervisningsformer och kurslitteratur. Det dr didrfor berdttigat
att tala om universitetsubildningens stindiga férnyelse, fast denna férnyelse har mast ske
inom sndva materiella ramar. Vid en jimférelse med civilingenjérsutbildningen framstar
universitetsutbildningen i matematik snarast som littrérlig och experimentlysten.

Den matematiska kulturen och undervisningens traditioner

Omvirldens uppfattning av matematikimnet som exklusivt har sin motsvarighet inom den
matematisk kulturen. Den typiske universitetsliraren i matematik dr en ensamvarg. Som
alla ldrare strivar han efter att utbilda kopior av sig sjilv. I den matematiska kulturen
hyllas det geniala greppet, den slaende fragan och dess obegripliga svar. Att 16sa knepiga
problem framstills som en skén konst. For den uppvixande ungdomen anordnar man
tdvlingar i denna konst. Vinnarna utmalas som stora begdvningar, vilket de ofta nog
visar sig vara. [ den matematiska grundutbildningen tycks det enda riktigt accepterade
sittet att fordjupa den matematiska forsaelsen vara att knéicka problem, som nagon annan
har hittat pa at en, oavsett hur 16jliga och artificiella de ma vara.

Man kan d&nda knappast siga att exklusivitet och tdvlingsanda préiglar undervisningen
i matematik. Studentens ensamma kamp med texten och vningsuppgifterna antas emel-
lertid dominera studierna. En alltfér intensiv individuell handledning vore inte riktigt
acceptabel. Kanske dr tanken att man inte skall vara alltfér ivrig att leda studenten till
kunskapens killa , ty da lir han sig inte att hitta vigen dit sjilv. Det &r sikert sa att
denna attityd delvis har kommit till av sn6d nédviindighet. Det finns ju &nda inga resur-
ser for individualisering. Men den #r ocksd en projektion av den matematiska kulturens
traditioner, omvirldens syn pa dmnet och lirarnas egna erfarenheter.



2 Vad idr matematik

Matematikimnet dr inte sddant som flertalet studenter vintar sig nir de kommer till
universitetet, si mycket kan man sikert siga. Manga andra negativa bestimningar skulle
kunna géras, men att tala om vad matematik verkligen #r later sig naturligtvis inte goras.
Matematikimnet utvecklas hela tiden. Det #r inte samma d&mne i dag som i gir. Men vissa
saker tal att diskuteras. Detta avsnitt handlar om en del sdrméirken som dr visentliga for
universitetets grundkurser i matematik.

Bra matematik och dalig

Bra matematik i grundutbildningen skall naturligtvis syssla med visentliga problem, gdrna
med anknytning till den icke-matematiska omvirlden. Fn bra matematisk teori bér inne-
halla vissa viktiga moment.

En diskussion av de centrala problem som teorin avser att l5sa.

De viktigaste begreppen som hér till teorin.

De visentligaste formella beteckningarna som anvinds i teorin.

Nagra grundliggande hjilpresultat som behovs for att verifiera viktiga egen-
skaper som &dr visentliga inom teorin.

Nagra oundgingliga och enkla riknemetoder.

Teorins huvudresultat, enkelt men fullstindigt formulerade.

Argument som dr dgnade att dvertyga om de presenterade resultatens all-
méngiltighet.

Exempel som visar hur teorins formelmaskineri och begreppsapparat fungerar.

Exempel som visar hur teorins huvudresultat kan anvindas for att 1osa de
centrala problem som hér till teorin.

For ldraren, bok-eller kompendieforfattaren dr det alltsd avgérande att han vet vad som
ar verkligt viktig. Mycket kan ga férlorat om man i undervisningen eller textboken alltfér
snart dgnar sig at att kommentera undantagsfall och anomalier eller om man alltfor vil-
ligt kastar sig 6ver teorins mer spinnande generaliseringar. Det viktigaste inslaget i bra
matematik dr alltsd satsningen pa det primért viktiga.

Att s6ka sammanhang

Det brukar framhéllas som en sdrskild kvalitet om en student stker efter sammanhang
inom eller utanfor matematiken. En student kan vilja tolka en matematisk teori i ljuset
av sina framtida ekonomistudier. Denna instillning kan vara honom till stor nytta. Det
kan bidra till att motivera honom infér arbetet med en motspéinstig matematisk teori.
Den kan emellertid ocksa ge honom problem, eftersom den kan leda honom till att endast
ta till sig sddan matematik som han tror att han kommer att stéta pd i sina framtida
studier. Det gér honom i sa fall oférberedd péa det oviintade. En annan student kan vilja
forstad en matematisk teori i geometriska (alltsd inommatematiska) termer eller analogier.
Detta forhallningssédtt kan forvisso vara mycket fruktbart men det kan ocksd leda till
odverstigliga problem och ge upphov till direkta missuppfattningar. Forsok till exempel
tolka rikneschemat for division av tva heltal i geometrisk bilder. En tredje student som i
djupet av sitt hjirta tycker sig ha forstatt ett antal ekvationer som handlar om fart och
acceleration kan fa problem med att tolka en annan ekvation som saknar en tolkning av
detta slag.

Att s6ka sammanhang kan siledes vara bade en svaghet och en styrka. Den stude-
rande maste vara 6ppen infér det ovintade, han méste vara beredd att 6verge en del av
sina invanda forestillninger. Det handlar ofta inte bara om att komplettera tidigare inre
bilder utan just om att (dtminstone temporirt) sverge dem till fsrman for andra. Som



exempel kan man ta matematikens funktionsbegrepp. De flesta har fran gymnasiet med
sig uppfattning att en funktion dr ett uttryck som t.ex. /z eller msjligen en kurva. Denna
uppfattning av funktionsbegreppet maste han steg for steg 6verge under sina inledande
matematikstudier, till f6rman fér en rad andra forestillningar: funktion som svart lada,
som avbildning (typ kartprojektion), som vektorfilt (till exempel fléde i en vitska), som
operator (till exempel deriveringsoperatorn), som stokastisk variabel o.s.v. Varje sidan
ny tolkning av funktionsbegreppet kommer att ge honom svarigheter och drabba honom
som en kulturchock. Visserligen behsver han kanske inte tverge en tidigare uppfattning
for all framtid, men medan chocken drar éver honom maste han limna det invanda tan-
keménstret.

Den matematiska definitionens magiska kraft

Matematikens begreppsbildning #r krivande genom med sin hoga precision. Bakom en
matematisk definition ligger ofta ganska enkla tankar men samtidigt tankar som det tagit
decennier att precisera och formulera med den efterstivade enkelheten och exaktheten. I
matematiken har ordet “kontinuitet” en alldeles bestimd mening. Det betyder inte nagot
allmént i stil med “utan avbrott” eller “sammanhingande” som det gor i vardagsspraket.
Studenterna brukar inte ha stora svarigheter med att uppfatta den grundliggande idén
bakom nagon av grundkursernas definitioner, men att férsta eller kinna for definitionens
exakta innebérd och formulering brukar bjuda pa mycket stora problem. Om man fragar
efter definitionen av vixande funktion far man ofta ett svar som talar om hur man i ett
konkret fall kan avgéra om en funktion dr viixande eller inte. Den exakta definitionen dr
studenten ofta omedveten om. Liraren kanske ger en levande beskrivning av innebdrden
och tillimpningen av ett matematiskt resultat och kommer sedan med det som egentligen
ir det viktiga for honom, ndmligen det formella beviset, grundat pa exakta definitioner
och tidigare resultat. Foreldsaren kinner det som om han tog ett stadigt tag i definitio-
nerna och upplever hur dessa med en inneboende, magisk kraft, leder honom och hans
studenter (tror han) genom beviset, fram till det triumfartade slutet “Vilket skulle bevi-
sas!”. Studenten férstdr den méalande beskrivningen av resultatet, men har kanske inte
uppfattat att det finns ndgot att bevisa.

Formelmanipulerandets djupdimension

Det brukar sigas att utbildningen skall syfta till férstaelse av begreppsbildningen. Det
maste man halla med om. Matematikens teori och formelapparat syftar emellertid inte
sdllan till att automatisera tdnkandet. Nir man for hand skall dividera tva tal med va-
randra sitter man upp talen enligt nadgot rikneschema och tillimpar sedan automatiskt
divisionsalgoritmens steg. Undet tiden man utfoér kalkylerna bér man inte tinka pa vad
man gor, bara pa att hilla sig till algoritmens regler. Férvisso kan det finnas skil att
nagon gang i livet ha tink igenom varfér man gér som man gér, men det dr ndrmast ett
hinder att tinka pa det medan man utfér kalylerna.

Nu dr division av tal ett extremt exempel. Vanligen bestar matematisk problemlésning
av en blandning av tillimpning av firdiga formler och rikneregler 4 ena sidan och analys
och konstruktioner & den andra. S& hdr kan det se ut : H&r har jag en funktion. Jag
vill veta i vilka intervall denna funktion dr vixande och bestimmer mig foér att derivera
den for att undersdka saken. Jag ser att funktionen 4r en produkt av tva andra (analys).
Jag tillimpar nu regeln fér dervation av en produkt (algoritm). Nu ser jag derivatan i
sin tur kan skrivas om som en ny produkt av tva faktorer (analys och konstruktion). Jag
kvadratkompletterar i den andra faktorn (algoritm) och nu kan jag precis avlidsa i vilka
intervall som derivatan dr positiv (analys) o.s.v.

Strivan att automatisera tinkandet och riknandet kan uppfattas som en ytlig eller
sjillos sida av matematiken, men syftet dr att spara tankearbete for att komma ldngre



med sddant som kan vara nytt och kriva kreativa insatser. Pa detta sitt dr matemati-
kens formelmanipulerande en viisentlig djupdimension i matematikimnet. Den kan kriva
utantillslirande och disciplinerad firdighetstrining, men formelmanipulerandet dr inte ett
sjalvindamal. Syftet dr att ge plats for det viktiga, det som kridver ny intellektuell kraft.

Djupinriktning kontra ytinriktning

Manga studenter har uppfattningen att matematikimnet enbart handlar om att rikna.
En siadan uppfattning ir ensidig men man kan inte utan vidare rubricera den som ytlig.
En student som intresserar sig ivrigt f6r en matematisk utsagas geometriska innebsrd men
glsmmer dess pedantiskt exakta utseende kan inte utanvidare betraktas som djupinriktad.
Samspelet mellan matematikens idéinnehall och dess formalism &r dmnets stora tillgang
och samtidigt en avsevirt problem i undervisningen. Den verkliga djupinriktningen i
matematikimnet dr att intressera sig for detta samspel.

3 Undervisning och examination

Ett bivillkor for projektet har varit att det skulle genomféras inom ramen fér traditionella
planeringsramar. Fordelen med en sddan restriktion dr att experimentet dirigenom blir
generaliserbart till andra matematikkurs. Det &r ddrfér pd sin plats att beskriva hur
undervisningen mer i detalj brukar se ut.

Foreldsningarna

Nyborjarkurserna brukar gé pa halvfart, med 2 dubbeltimmar féreldsningar i veckan och
lika manga lektioner, ofta organiserade i paket om tva plus tva timmar.

Foéreldsningarna pa nyborjarkurserna utgor saledes ungefir hilften av den undervisning
studenten blir utsatt fér. Publiken pé en foreldsning kan pa vissa kurser uppga till nidstan
200 studenter. Foreldsningarna dr den mest vilbestkta undervisningsformen. Manga
lirare forvanas 6ver detta forhallande och férssker forklara det med att studenterna gar
till foreldsningarna for att hora examinatorn avslgja hur tentan ser ut. Det 4r en grov
underskattning av vara studenter och av oss sjidlva som féreldsare.

Maénga ldrares pessimistiska instédllning till forelisningarna har fésrmodligen sin grund
i det avsevirda tryck man upplever fran den stora publiken. Det giller naturligtvis att
vara mycket vil férberedd. Dessutom maste man vara entusiastisk, ha bra talteknik och
skriva stort, kiinna sina studenter sa att man vet vad de kan och inte kan osv. Viktigast
ir att ha ett bra omdéme om vad som #dr &mnesmissigt viktigast och satsa péd att fa hem
det.

Lektionerna

Lektionsgrupperna brukar i praktiken bestd av cirka 20 studenter. Flertalet lektionsledare
ir doktorander eller 6vningsassistenter. I regel har dessutom examinatorn en lektions-
grupp. Gruppindelningen gors av studierektor. Undervinsingen bestir dels av problem-
demonstration vid tavlan, ofta med aktivt deltagande fran ett antal studenter i gruppen,
dels av individuell handledning. Liraren gar alltsd runt och pratar med studenterna och
besvarar eventuella fragor, med resten av gruppen l6ser évningsproblem.

Tentamensskrivningarna

Examinationen bestar huvudsakligen av en fem timmar 1ang tentamensskrivning omfat-
tande ett antal problem och nagra teoretiska uppgifter. Standardskrivningen har ofta atta



uppgifter om tre poidng vardera. Tolv podng krivs for godkint. De verkliga tentamens-
skrivningarna avviker i regel ndgot fran denna standard, men i huvudsak ser det ut pa
detta sitt. Utformingen av skrivningarna kommer att diskuteras i storre detalj lingre
fram.

Ovningsuppgifternas betydelse

Ett primirt syfte med kursbéckernas 6vningsuppgifter dr att 6va firdighet i att handskas
med textens begrepp och riknetekniker. De far dirfor ofta karaktiren av mer eller mindre
mekanisk tillimpning av rdkneregler och formler. Ett andra syfte dr att ge ytterligare
exempel pa tillimpningar av huvudresultaten i teorin. Det férekommer ocksd enstaka
uppgifter som avser att férdjupa forstaelsen genom att sdtta upp mer komplicerade situ-
ationer, belysa undantag eller mgjliga generaliseringar.

Fn 6vningsuppgift har vanligen flera syften och det &r ofta inte sirskilt klart vad det
primira syftet dr. For studenten blir det mestadels fraga om att utan alltfor mycket
tankearbete harva igenom ett antal uppgifter, checka av att svaren stimmer och pa sd vis
fa en grov kontroll pa att han &r pa ritt vig. De lite knepigare uppgifterna lir han sig
snart att kinna igen och forhalla sig till pa ett sdtt som passar honom.

Kursbéckernas évningsuppgifter brukar sillan vara renodlade och omedelbart enkla.
De dr ndstan alltid fullstindigt formulerade. Svaren &r entydiga och korrekta. Uppgifterna
innehaller sillan problematiserande foljdfragor. De bista ldirobdckernas uppgifter dr dnda
varierade och givande fé6r manga studenter. I bista fall kan man lira sig atskilligt genom
att 16sa ett antal av textbokens uppgifter.

Examinationens férdirvliga inflytande

Det brukar sigas att studenterna bara liser for tentamen. Det dr langt ifran sant. De flesta
liser s& mycket som intresset foér &mnet och studierna i allminhet riacker till f6r. Tanken
pa tentamen dominerar inte studenternas vardagsarbete. Diremot paverkar det lirarna
oerhért mycket. Vanligen undervisar ldraren fér tentamen. Det och det avsnittet brukar
inte komma pé tentamen, si liraren tar inte upp det. Denna typ av uppgift dr vanlig sa
den behandlas omsorgsfullt. Det dr klart att studenterna inte &r dummare &n att de forstar
vinkar av detta slag. Detta avsnitt innehéller en mycket intressant generalisering, men vi
har inte tid att behandla det, sidger liraren. Studenten skriver “Kommer inte” i boken.
Man kan faktiskt inte siga att ndgon av dem gor fel. Tvirtom, undervisningen skall syssla
med kursens visentligheter och det skall examinationen ocksd. Dérfor dr forestdllningen
om examinationens férddrvliga inflytande en myt. Examinationen och undervisningen ir
intimt fésrbundna med varandra och skall vara sa. Vill man paverka en kurs i ndgon riktning
maste man #ndra bade examination och undervisning. Onskar man att studenterna skall
reflektera 6ver begreppens innebérd maste man ge tentamensuppgifter som testar detta
och man méste ge 6vningsuppgifter som ger studenten en chans att férbereda sig pa denna
slags uppgifter. Examination och undervisning flyter dirfér samman. Examinationen blir
en integrerad del av undervisningen. Ovningsuppgifterna pa en kurs spelar saledes en
nyckelroll fér att paverka studenternas lirande.



4 Varierade 6vningsuppgifter i matematik

I detta avsnitt gor jag ett forssk att beskriva olika typer av dvningsuppgifter. Min for-
hoppning dr att texten skall fungera som inspiration foér ldsaren (och mig sjilv) att i
framtiden variera utbudet av 6vningar. Texten har inte den klarhet och precision som
jag fran bérjan hoppades pa. Det dr mer en samling av exempel. Jag har velat undvika
definitionsproblem och precisa avgrinsningar, eftersom jag insett att jag d& skulle hamna
i kunskapsteoretiska eller filosofiska problem som jag inte skulle beh&rska.

Olika typer av 6vningsproblem

Man kan urskilja flera typer av 6vningsuppgifter. Jag gor hidr ett forssk till en grov
indelning i fem kategorier, som naturligtvis inte dr sdrskilt klart atskilda. Som grund for
uppdelningen anviinder jag 6vningsuppgifernas syfte och placering i kursen.

1. Introducerande 6vningar
Renodlat enkla Svningar dir studenten far arbeta med begrepp och formler i ett
kortare textavsnitt.

2. Befistande 6vningar
Nagot svarare uppgifter som syftar till att konsolidera kunskapen och utvidga rik-
nefirdigheten i ett avsnitt.

3. Utvidgande &vningar
Ovningar som generaliserar ett textavsnitts teori eller dess tillimpningar, belyser
undantagsfall och behandlar mer komplicerade situationer.

4. Sammanfattande vningar
Nagorlunda enkal vningar som sammanfattar teori och riknemetoder i en sekvens
av textavsnitt.

5. Kursévergripande évningar
Ovningar av varierande svarighetsgrad som kombinerar material fran olika textav-
snitt i kursen.

Vanligen tillhtr kursbéckernas vningar kategorierna 2, 3 eller 4. Uppgifter av den forsta
och sista typen férekommer naturligtvis, men dr ritt ovanliga.

I det fsljande gor jag ett forssk att analysera vilka grundliggande syften man kan
ha med uppgifter av ur de tva férsta kategorierna. sirskilt da den férsta typen. Vidare
finns ett férssk att beskriva uppgifter ur den fjirde kategorin. Exemplen som jag ger
ar fria bearbetningar (utan angivande av killa) av &vningsuppgifter ur kursbécker och
(mestadels) egna férssk fran kurserna i Envariabelanalys, Flervariabelanalys och Algebra.
(Se referenslistan.)

Syften med introducerande och befistande 6vningar

Ett huvudsyfte med kursbéckernas svnigsuppgifter dr naturligtvis att fista studenternas
uppméirksamhet pa viktiga problemtyper som textens teori och metoder dr avsedd att
l6sa. I kursen Envariabelanalys (exempelvis) dr ett viktigt problem att finna maximum av
en funktion av en variabel. Det dr da sjilvklart att man ger studenterna &vningsproblem
som handlar om just detta. Om man bortser fran detta generella syfte kan en (renodlat)
enkel 6vningsuppgift ha ett mer specialicerat mal. Jag har férsokt att identifiera ett antal
sddana under féljande nio rubriker.

1. Att genomfora en enkel kalkyl

2. Att anvinda en given metod



Att observera ett viktigt forhallande
Att urskilja en viktig detalj
Att tolka vad som sigs
Att formulera om
Att dra korrekta slutsatser
. Att analysera och utviirdera ett resultat
det foljande ges kommentarer och exempel fér var och en av dessa rubriker.

=00 OO W

1. Att genomféra en enkel kalkyl

Detta dr det i sidrklass vanligaste syftet med kursbéckernas Svningsuppgifter. Det dr
rimligt och inte mycket att orda om.
Exempel:

1. Berikna derivatan av funktionen f(z) = sin?3z

2. Finn alla 16sningar till ekvationssystemet

2$1—|—3$2—|—43§3 =5
6$1+7$2+8$3 =9

2

3. Visa att funktionen u(z,y) = 2? — y? &r harmonisk.

2. Att anviinda en given metod

Aven detta dr ett vanligt syfte i kursbéckerna. Fér det mesta hinvisar man explicit eller
implicit till textens teori och exempel, men det kan ocksd hinda att metoden introduceras
i uppgiften.

Exempel:

1. Anvind andraderivata-testet for att undersdka om funktionen f(z,y) = cosz +
cos (z + y) har lokalt extremvirde i origo.

2. Anvind determinant-teori fér att visa att kolonnerna i matrisen
1 2 3
3 21
1 3 2
dr linjart oberoende.

3. Lat P vara en given punkt som inte ligger pa funktionsytan z = f(z,y) och antag
att @) dr den punkt pa ytan som ligger ndrmast P. I sd fall kommer vektorn P_Q
vara vinkelrdt mot ytan. Anvind detta forhallande for att finna den punkt pa ytan
z = 22 + y* som ligger nirmast P = (3,9, 10).

3. Att observera ett viktigt férhallande

For att sdtta stralkastarljuset pa ett viktigt férhallande kan det vara bra att rensa bort
alla kalkyler i fésrhoppningen det viktiga blir synligare fér studenten. Det skall da handla
hdr om huvudpoidnger i kursen, som till exempel linearitetens betydelse fér 16sningarna
till ett linjart ekvationssystem eller den exakta innebdrden av principen “Om maximum
intréffar i en inre punkt sa &r denna punkt stationdr.” I fsljande exempel krdvs (ndstan)
inga kalkyler.

1. Lat A vara en 3 X 4—matris, v och v vektorer i R? och sitt w = u 4 v. Antag att de
bada systemen Az = u och Az = v bada &r 16sbara. Vilken egenskap gér det mojligt
for dig att dra slutsatsen att dven systemet Az = w dr losbart?



2. Funktionen f har ingen stationir punkt i intervallet [0, 1]. Var intriffar maximum?
Ge ett exempel pa en sadan funktion dir maximum intriffar i punkten 0.
Ge ett exempel pa en sddan funktion dir maximum intréffar i punkten 1.

3. Féljande kurva dr graf av en deriverbar funktion pa intervallet I = [a, f]. Vilka av
punkterna a,---, f dr inre punkter i intervallet 17
Vilka av dessa punkter dr stationidra punkter?
Var har funktionen sitt storsta virde?
Var har funktionen sitt minsta virde?

4. Betrakta talfoljden a,, = (44 (—1)")/n. Talfsljen dr positiv och gar mot noll. Giller
det att a, dr avtagande?

4. Att urskilja en viktig detalj

Matematiken dr fylld av viktiga detaljer som verkligen 4r fundamentala, men som i stu-
denternas dgon litt kan framsta som 16jliga och smaaktiga. Det giller att hushalla hart
med 6vningsuppgifter som handlar om sadant. Det dr klart att studenterna maste lira
sig respekt for “elfte budet” : Du skall inte dividera med noll. Man beh&ver inte fér den
skull rigga upp sma fillor av nolldivision. Visst kan man ge uppgiften
Bestim en funktion vars derivata dr e**
och sedan lata domedagsbasunen ljuda &ver svaret e®”/a (vilket naturligtvis dr fel om
a = 0). Lite hyggligare dr det att formulera uppgiften sa hir:
Bestdm en funktion vars derivata 4r e** om a # 0.
Vad blir resultatet om a = 0.

Fsljande tva exempel handlar dels om den viktiga detaljen att dven fullt rimliga funk-
tioner kan sakna derivata i enskilda punkter, dels om det faktum att man i grundkurser i
Linjir Algebra brukar reservera ordet invertebar fér kvadratisk matriser.

1. Funktionen f(z) = |z — 0.5], ddr 0 < z < 1, har minsta vdrdet 0. Det antas i
punkten z = 0.5. Detta dr klart eller hur, eftersom f(z) > 0 for alla z, samtidigt
som f(0.5) =0.

Ar 0.5 en inte punkt i intervallet [0,1]? Ar 0.5 en inre extrempunkt?
Varfor kommer detta exempel inte i konflikt med principen att en deriverbar funktion
maste vara stationidr i en inre extrempunkt?

2. Betrakta matriserna

-3 2
P R B
1 0

Berikna AB'!
Varfor & A inte inverterbar?
(Podngen dr att AB = I, vilket skulle medfsra att A vore inverterbar om A vore

kvadratisk!)
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5. Att tolka vad som sigs

Man tar l4tt for givet att den matematiska formalismen och jargongen uppfattas pa ritt
sitt av studenterna. Jag viagar sla vad om att det en bra bit in pa kursen i Flervariabelana-
lys finns studenter som inte kinner sig sikra pa vad som avses ndr man siger att punkten
P ligger pa funktionsytan z = zy. Hir ett par forslag till uppgifter som huvudsakligen
handlar om att ritt tolka vad som sigs.

1. Vilj en punkt pa funktionsytan z = z?(z + y + 1). Vilj ocksa en punkt som ligger
ovanfér ytan och en som ligger under ytan. Kan du vilja de tre punkterna sa att de
ligger i rit linje?

2. Vad menas med att derivatan av en funktion #r positiv pa ett intervall ?

a) Att derivatan inte 4r < 0 i alla punkter i intervallet.

)

b)

¢) Att derivatan &r > 0 i alla punkter i intervallet.
)
)

(
(b) Att derivatan inte &r < 0 i nagon punkt i intervallet.
(

(d

(e) Att funktionen sjilv dr vixande pa intervallet.

Att funktionen sjilv inte dr avtagande pa intervallet.

3. Bestéim definitionsméngden for funktionen z +— 1/(2? — y?)

4. Lat A vara en 7 X 8—matris. Vilka av féljande rum 4r underrum av R7 och vilka &r
underrum av R3
(a) Kolonnrummet till A
(b) Radrummet till A
(c) Nollrummet till A
(d) Kolonnrummet till AT
) Radrummet till AT
)

Nollrummet till AT

e

(
(f
6. Att formulera om

Ett givet problem maste ibland anpassas till den teori som finns tillginglig. Sadana
problem brukar erbjuda 6veraskande stora svarigheter, men det bor inte betyda att man
skall undvika dem.

1. Finn avstidndet fran punkten (1,2,3) till ytan 22 4+ 2y% + 322 =4
(Dels méaste man sidtta upp en formel fér avstandet fran den givna punkten till en
varierande punkt pa ytan. Dessutom bér man minimera kvadraten pa avstandet.)

2. Finn dimensionerna av den billigaste mojliga lada med kvadratisk botten och utan
lock, innehallande fyra kubikmeter.

3. Temperaturen i punkten (z,y) & T + 2% + 2y%. En myra befinner sig i punkten
(1,2). I vilken riktning skall myran krypa for att kyla sig s& snabbt som mojligt?

4. Betrakta den linjira avbildning T vars standardmatris &r

0.2 0.3
0.8 0.7
Finns det nagon vektor som avbildas pa sig sjilv?

11



7 . Att dra korrekta slutsatser

Renodlade uppgifter (utan kalkyler) dédr det giller att dra rétt slutsats av vad som &r
givet.

1. Antag att @ och b 4r hela tal och att a/b = 26/82. Vad kan da ségas om den stérsta
gemensamma, delaren mellan a och b7

2. Nollrummet till en 8 x 5—matris &r 2—dimensionellt. Vilken dimension har radrum-
met.

3. Vilka av foljande utsagor dr sanna och vilka &dr falska. Motivera! (V dr ett dndligt-
dimensionellt rum.)

(a) Om det finns en mingd med p element som spdnner upp V sa &r dimV <p

(b) Om det finns en linjirt oberoende mingd med p element som spénner upp V
sd drdimV <p

(¢) Om dimV = p sa finns en uppspinnande mingd med p+ 1 element.

(d) Om dim V = p sé 4r varje méngd med p — 1 element linjdrt oberoende..

8. Att analysera och utvirdera ett resultat

1. Foljande 16sning hittades hiromdagen i en papperskorg. Det framgick tyvirr inte
vad problemet var.
Finn problemet! Lés det! Varfér kastade man 16sningen?

Eftersom % — 0 maste 1+ % —1

:>(1+%)sinz_>15inz:1
1
d
1:/ i
o 1+=z

Ett av féljande numeriska virden &r korrekt med en decimal. Vilket?

2. Sitt

I=14,1=08,1=02,1=-04

3. Genom att derivera funktionen z — z? — 4z och finna andraderivatans nollstille
kan man visa att funktionen har sitt minsta virde i punkten 2 och att detta minsta
virde i&r —4. Kan man komma fram till detta resultat utan att derivera? Hur?

32003 [

for att finna skalidrer ¢ och d sa att

4. Anvind likheten

c(1,3) +d(2,4) = (5,9)

5. Hur kan man utan kalkyler inse att 0 dr ett egenvirde till matrisen
111
2 2 2
3 3 3

12



Sammanfattande 6vningar

Sammanfattande évningar kan naturligtvis ha samma utseende som introducerande 6v-
ningar och bara skilja sig fran dessa genom att behandla mer komplicerade situationer.
Det dr ocksa naturligt att ge rutinuppgifter och typproblem som sammanfattande &v-
ningar. F'ér att hitta mera innovativa dvningar kan féljande rubriker méjligen ge en viss

hjalp.

. VARDERA OCH JAMFORA

. VALJA OCH ORGANISERA

. BESKRIVA OCH DEFINIERA

. MOTIVERA OCH BEVISA

. KONSTRUERA OCH ILLUSTRERA
. DISKUTERA OCH SUMMERA

. GISSA OCH FORUTSE

. VARDERA OCH JAMFORA

Vanligen 4r svningsuppgifter fullstindigt formulerade och har entydiga svar. Det &r inget
fel i det, men d& och da kan man gott stilla studenterna infér oklara situationer eller
uppgifter dir studenten sjilv fir avgdra om en utsaga dr sanna eller falsk. Sadan upp-
gifter bor inte férses med svar. Att jimfora anvindningen av en term i olika kurser eller

kursmoment kan ocksd ge upphov till nyttiga insikter.

1. Foljande utsagor handlar om méngder som antingen ligger i planet R? eller pa reella

axeln. Somliga utsagor d4r meningsfulla, andra har ett odefinierat eller oklart innehéall
medan andra ater dr helt meningslsa. Diskutera utsagornas innebérd dels i planet,
dels pé reella axeln

a

b

(a) Mingden dr begrdnsad.
(b) Mingden &r begransad uppat.

C

d

)

)
(c) Mingden har minst en punkt.
(d)

Mingden har en minsta punkt.

. Avgsr om foljande utsagor dr sanna eller falska. Motivera eller exemplifiera. I alla

tre fallen #ir A en symmetrisk 2 X 2—matris och z € R?

(a) Az =0 kan ha exakt tva 18sningar.
(b) 2T Az = 0 kan ha exakt tva lssningar.

(¢) 2T Az =1 kan ha exakt tva losningar.

. Betrakta fsljande utsaga.

Den kontinuerliga funktionen f antar sitt storsta virde i exakt tva punkter
men saknar lokalt minimum

Visa att

e utsagan dr falsk for varje kontinuerlig funktion pa reella axeln

e det finns kontinuerliga funktioner i planet fér vilka utsagan dr sann

13



B. VALJA OCH ORGANISERA

Det dr viktigt att studenterna lir sig att hantera ndgorlunda komplicerade kalkyler. Sadant
krdver att man kan organisera sina rikningar och att man reflekterar 6ver vilka metoder
som kan anvidndas.

1.

2.

Visa att sin z + cos z < v/2 pa minst tre olika sitt .

Om man skall visa att en funktion av en variabel har ett lokalt minimum i origo kan
man anvinda olika metoder, exempelvis

(a) studera derivatans teckenvixlingar nira origo,
(b) direkt uppskattning av funktionen nira origo,

(c) man visar att funktionen har sitt minsta virde i origo,

Prova dessa metoder pa féljande tre funktioner
f(@) = 2t — 2%, g(z) = el , h(z) =zsinz ,z € R

Vilken metod foredrar du i de tre fallen?

. Betrakta funktion f(z) =1/(z(z —1)) ddr = # 0,2 # 1. Berdkna f’(z) pa fyra olika

satt:

(a
(b

) Derivera f som en kvot.

)
(c) Skriv f som en skillnad mellan 1/ och 1/(z—1) och derivera f som en skillnad.
(d)

Skriv f som en produkt av 1/z och 1/(z — 1) och derivera f som en produkt.

d) Sitt z = f(z) och uttryck funktionssambandet som z(z — 1)z = 1. Derivera
bada leden implicit med avseende pd z och 16s sedan ut 2’ = f'(z).

Vilken metod skulle du anvinda om det handlar om att avgéra i vilka intervall f dr
vixande?

Vilken metod skulle du féredra om det giller att fortsitta kalkylerna och berikna
den n—te derivatan av f?

. Bestim det stérsta virdet av z2 + 2y2 + 322 + xy pa mingden z? 4+ y2 + 22 = 1.

Foresla nagra olika metoder.

. Skriv upp en inverterbar 3 x 3—matris bestdende av 9 olika hela tal och berikna dess

invers.

C. BESKRIVA OCH DEFINIERA

Manga studenter har svart att gora skillnad mellan den matematiska definitionens eller
satsens exakta formulering och de olika metoder som star till buds for att verifiera defini-
tionens eller satsens villkor.

1.

2.

Vad &r definitionen av att en funktion #r stréingt vixande pa ett intervall. Beskriv
en metod att visa att en funktion dr stringt vixande pa ett intervall.

Definiera forst vad som menas med att {vq,---,v,} av vektorer i R™ &r linjirt obe-
roende.

Beskriv sedan en metod att avgdra om givna vektorer dr linjirt oberoende.

Ge ett exempel med tre vektorer.

Beskriv slutligen den geometriska innebérden av att tre vektorer i R® #r linjirt be-
roende.
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3. Lat f vara en reellvird funktion av tva variabler.
Hur definieras gradienten for f i punkten (a,b)?
Vilken geometrisk betydelse har gradienten?
Hur kan man anvinda gradienten fér att berdikna tangenten till en nivikurva?
Rita en figur for att illustrera situationen och ge ocksa ett lagom enkelt exempel.

D. MOTIVERA OCH BEVISA

Bevisuppgifter kan utformas pad manga sitt. Ett séitt dr forstas att rakt av be studenten
att bevisa en viss utsaga. En variation pa temat dr att fraga efter hur mycket som krivs
for att en viss slutsats skall vara sann (s.k. nog-uppgifter). En annan variation ir sant-
falsk-uppgifter.

1. Avgdr om foljande utsagor &r sanna eller falska. Bevisa de sanna utsagorna och
motbevisa de falska till exempel genom att ge ett motexempel.

(a) Om ingen av vektorerna i mingden M = {vy, v, v3} dr en multipel av nagon
av de andra sa dr M linjirt oberoende.

(b) Om vy, vy, v3 alla dr skilda fran noll-vektorn och vy inte &r en multipel av vy
och om wv3 inte dr en linjirkombination av vy och vy , s& dr {vy, vg, v3} linjért
oberoende.

2. En funktion har kontinuerliga partiella derivator i planet. Hér foljer en lista pa egen-
skaper. Vilka av dessa &r tillsammans tillrickliga for att garantera att funktionen
har ett minsta virde och att det antas i origo?

(a) gradienten &r noll i origo
(b) gradienten dr aldrig noll utanfsr origo
d) funktionen dr mindre &n 1 innanfér enhetscirkeln

funktionen har virdet 0 i origo

)
)
(c) funktionen &r storre &n 10 utanfér enhetscirkeln
(d)
e)
)

(
(f) funktionen har lokalt minimum i origo
3. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa R? och P en punkt som inte ligger pa funk-

tionsytan till f. Motivera varfor det maste finnas en punkt pa funktionsytan som
ligger ndrmast P.

4. Antag att U och V &r ortogonala matriser av samma storlek. Forklara varfor UV
och UVT ocksa #r ortogonala.

E. KONSTRUERA OCH ILLUSTRERA

Uppgifter dir studenten far konstruera egna exempel dr forstas svarkontrollerade. Inga
svar kan ges. Anda borde man nog ge den sortens uppgifter lite da och da. Det kan
handla om att illustrera en given metod med ett eget exempel, att ge exempel “fran figur
till formel” ,“fran formel till figur”, “fran ord till formel” osv.

1. Skriv upp ett explicit funktionsuttryck som definierar en kontinuerlig funktion pa
reella axeln med virdemingden [1,2].

2. Konstruera en diagonaliserbar 2 X 2— matris A med bada elementen i férsta raden
# 0, med ett egenvirde noll och ett negativt egenvirde.
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3. Vilj ett andragradspolynom i tva variabler och en tillhérande nivakurva, som inte
passerar genom origo. Kan du finna ndgon punkt pa nivikurvan dir tangenten #r
parallell med z—axeln?

4. I denna uppgift handlar det om att rita grafen av en kontinuerlig funktion utan att
explicit ge en formel for funktionsvirdena. Rita grafen om f har lokalt maximum i
punkten 1, lokalt minimum i 0, och f(0) = f(1) = 1.

5. I det féljande &r f en kontinuerligt deriverbar funktion i planet. Ge exempel i form
av explicita funktionsuttryck pa foljande tva situationer

(a) f har lokalt minimum i origo och saknar andra stationfra punkter

(b) f 4r begrinsad men saknar stationdra punkter

6. En linje kan som bekant beskrivas som snitt mellan tva icke-parallella plan. Antag
att en linje 4r given pa detta sitt. Beskriv ett par metoder att finna linjens rikt-
ningsvektor och linjens ekvation i parameterform. Illustrera med ett eget exempel.

F. DISKUTERA OCH SUMMERA

Studenten kan inbjudas till &vergripande (girna rent verbala) diskussioner om metoder
eller samband.

1. Vad behéver man veta om en funktion av en variabel fér att man skall vara siker pa
att den har ett nollstille i ett givet intervall? Forklara i ord och testa pa funktionen
f(z) = €** — 2% och nagra olika intervall.

2. Beskriv i ord nagra olika metoder att visa att kolonnerna i en kvadratisk matris dr
linjirt oberoende. Illustrera metoderna pa en 3 X 3—matris med nio olika element.

3. Varfor &r det omdjligt att konstruera en kontinuerlig och obegridnsad funktion pa
méingden U = {(z,y) : 22 +y* < 1}. Hur blir situationen om man tar bort en punkt
fran U. Beskriv i ord innehallet i de satser du refererar till.

G. GISSA OCH FORUTSE

Manga studenter som stills infor ett problem sitter direkt igdng med att rikna utan
att forsoka forutse vad som kommer att hinda. Kanske kan man motverka denna ovana
genom att formulera problem dir det enbart giller att férutse vad som kommer att bli
resultatet av en viss kalkyl. Att stdlla upp hypoteser och sedan bevisa dem kan ocksa vara
stimulerande, fast det d&r nog ganska svart fér manga.

1. Tédnk efter, utan att derivera, om andraderivata-testet kan fungera i origo fér funk-

tionen f(z) = z3e°.

2. Skriv upp ett par diagonalmatriser av samma storlek och undersék om de kommu-
terar med varandra. Still upp en generell hypotes och forsék bevisa den.

3. Maste produkten av tva trianguldra matriser alltid vara en triangulér matris? Svaret
ir nej, men med lamplig modifikation av pastaendet blir svaret ja.

4. Rita nagra funktionskurvor y = f(z) ddr f &r kontinuerlig pa intervallet [0, 1] och
f(0) = f(1) = 0. Vad 4r relationen mellan antalet lokala maxima och antalet lokala
minima. Still upp en generell hypotes och bevisa den.
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5 Tentamensuppgifter

Olika strategier for att géra tentamensskrivningar

Examinationen pa de stora grundkurserna i matematik bestar som tidigare nimnts av en
tentamensskrivning om fem timmar. En halv termins arbete skall utvirderas under dessa
fa timmar. Ftt omfattande kursmaterial skall kontrolleras. Detta dr naturligtvis mycket
svart eller oméjligt.

Lat mig forst diskutera mojligheten att kontrollera att studenterna har lirt sig hela
kursen. For konkretionenens skull tinker jag mig att kursen bestar av dtta nagorlunda
avgrinsade moment och att tentamensskrivningen omfattar 24 poing, alltsa i medeltal tre
podng per kursavsnitt.

Den traditionella uppldggningen av tentamensskrivningarna &r att varje kursmomnent
foretrdds av en uppgift om (i princip) tre podng. Foér godkidnt krivs kanske tolv poing.
Det betyder att studenten kan bli godkind om han behirskar ungefir halva kursen vil.
Detta dr en sanning med viss modifikation eftersom det ibland férekommer integrerade
uppgifter som kréiver flera olika kursmomnet. Dessutom &r vissa uppgifter mera krivande
och férutsitter en ndgot mogen kunskap om hela kursen.

For att undvika att studenterna kan klara sig pa drygt halva kursen kan man dela upp
tentamensuppgifterna i grupper svarande mot de olika kursmomenten och kriva en viss
minimipodng inom varje grupp. P& sa vis kan man hindra att nagon blir godkind utan
att ha bekantat sig med kursens alla delar. Varje kursmoment kan emellertid bara tickas
med ett fatal poing och man kan inte kriva att varje delfraga har besvarats helt korrekt.
Kunskapskontrollen pd varje momnet blir dirfér med nédvindighet ytlig och det blir svart
att ge mer krivande uppgifter.

En annan méjlighet dr att med slumpens hjdlp bestdmma (inom vissa ramar) vilka
kursmoment som skall férekomma péa skrivningen. Genom att inte limna nagon garanti
for att varje kurmomnet férekommer pa varje skrivning paverkar man studenterna att
forbereda sig fér mer dn hélften av kursen. Sdg att bara fem kursmoment finns med pa
en tenta. D3 maste studenten ha forberett sig for minst sju moment om han vill vara
siker pa att klara sig. Denna metod medger dessutom att man ges svarare uppgifter, men
den kriver att examinatorn verkligen lyckas tvertyga sina studenter om att tentorna kan
variera starkt i sin utformning.

Faran och nédvindigheten av typuppgifter

Studerar man givna tentamensskrivningar pa en viss kurs s& finner man att skrivningarna
regelbundet innehaller ett ganska litet antal typuppgifter. Detta ligger faktiskt i sakens
natur. Kursen handlar om vissa centrala problem och det &r rimligt att dessa férekoo-
mer ofta pa tentorna. Det finns forstas en fara i detta. Om typuppgifterna blir alltfér
standardiserade och forutsebara leder det till att studenterna kan fa ihop en hel del poing
pa att bara lira sig ett litet antal typuppgifter. Det reducerar det minimala kursomfang
som behovs for att vara rimligt siker pa att klara tentan. Dessutom #r det brukligt att
man vid rdttningen av tentorna ger enstaka poidng for ritt ansats eller en god bérjan eller
liknande. Typproblemen dr dédrfor farliga fér nivan pa examinationen. Man bér dirfor
vara angeldgen om att variera utformningen av typuppgifterna och att se till att utbudet
av typproblem inte blir for sndvt. Slumpen kan hir hjilpa till. En férhoppning &r att de
olika férslag till vningsuppgifter som givits tidigare skall kunna anvindas fér att variera
dven typuppgifternas utformning. Det giller sirskilt de s.k. sammanfattande 6vningarna.
Det dr emellertid klart att friheten att utforma tentamensuppgifter &r mer begrinsad dn
for 6vningsuppgifter.
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Skall man kriva bevis

Pa tentamensskrivningarna férekommer det ofta en eller ett par bevisuppgifter. Anda
upp till nio podng kan avdelas at sadana uppgifer. Manga studenter ligger ddrfor ner
mycken moda péd att lira sig bevis ur kursboken och en del av dem lir sig till och med
(vissa) bevis utantill (som det heter). Att lira sig bevis utantill dr forkastligt, brukar vi
lirare framhélla, i samma andetag som vi delar ut prydliga listor 6ver vilka bevis som kan
forekomma pé tentorna.Den ambivalens som vi ddrmed avslsjar dr faktiskt ganska naturlig.
Det dr rimligt att kriva bevis, eftersom bevis dr en viktig ingrediens i matematikimnet.
Att avstd fran att kridva bevis skulle vara att siga att vara nyborjare &r fér omogna
for att begripa dem, vilket vore felaktigt och oftrskimt. Att avstd fran att kriva bevis
skulle dessutom bara innebira att man skt ett problem framfor sig. Diremot bér man
naturligtvis vara medveten om att de flesta nybérjare aldrig sett bevis férut i sina studier
och kanske inte heller inser behovet av sddana. Det dr ddrfor rimligt att hushalla med
bevisen pa tentan bade vad det giller antal och komplikationsgrad.

Att gora varierade tentamensskrivningar

Med tanke pa alla de olika mal som finns med en kurs kan det vara svart att dstadkomma
en tillricklig variation mellan olika tentamensskrivningar. Ett eller tva verkligt relevanta
typproblem bér finnas med, men man kan anvinda slumpen for att viilja ut vilka. Ett
par teoretiska uppgifter, till exempel bevis, bor finnas likasa efter beslut av fru Fortuna.
Nagon svarare uppgift bor ocksa finnas pa tentan for att ge ett tillrickligt svarighetslyft.
Tar man dirutéver med ett par uppgifter av den typ som jag har diskuterat ovan har man
antagligen natt sd langt man kan i variation inom den ram som en femtimmars skriftlig
examination tillater.

For egen del har jag de senaste dren gatt tillviga pa foljande sdtt. Jag tillverkar
en problembank bestiende av ett tjugotal enklare uppgifter. En del &r typuppgifter pa
kursens olika avsnitt, en del &r uppgifter av den typ som beskrivits ovan. Jag gér ocksa en
liten bank av svirare problem. Sedan lottar jag ut de problem jag har gjort pa de (lat oss
sdga) tre skrivningar som jag skall gora pa kursen. Jag kompletterar sedan skrivningarna
med ldmpligt varierade bevis-och teoriuppgifter. Nir de tre skrivningarna efter en del
putsande kidnns firdiga anvinder jag slumpen for att bestimma i vilken ordning jag skall
ge dem. Denna metod har flera férdelar, bland annat att allt arbete med sammansidttning
av skrivningar gérs medan kursen dr aktuell. Vidare har metoden férdelen att man knappt
sjalv kommer ihdg hur den férsta skrivningen ser ut.

Vad kontrollerar man egentligen med en tentamensuppgift

Lat oss titta pa ett par exempel pd tentamensuppgifter. Tag foljande teoretiska deluppgift
om (sig) ett poing.

Definiera vad som menas med en symmetrisk matris

Det 4r ingen tvekan om att fragan #r relevant for en standardkurs i Linjir Algebra, dven
om ett poing kanske dr i genertsaste laget. vad skall man da sidga om fljande fullstindigt
korrekta svar:

En kvadratisk matris dr symmetrisk om AT = A

Den student som svarar s& maste fa sin podng och den dr sannolikt vilfértjint. Men vet
han sikert vad en symmetrisk matris #r? Det kan man faktiskt inte veta. Han kanske
varken vet vad en kvadratisk matris dr eller vad AT betyder. Han kanske bara ir en
minneskonstndr som har reproducerat bokens definition. Den student som svarar

En matris dr symmetrisk om raderna och kolonnerna dr lika
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far naturligtvis inte nagot poidng, men han har kanske begripit vad en symmetrisk matris
4r fast han uttrycker sig som en kréaka.
Lat oss testa en annan fraiga om symmetriska matriser.

Ge ett exempel pa en symmetrisk matris
Hér ett tinkbart och helt korrekt svar:
Enhetsmatrisen dr en symmetrisk matris

Tyvidrr dr enhetsmatrisen exempel pa en massa typer av matriser (diagonala, triangulira,
inverterbara, ortogonala) s& man kan inte veta vad svaret egentligen #r virt. Ett nytt
forsok:

Ge ett exempel pa en symmetrisk matris med minst etthundrasjutton olika
element

Sannolikheten for att en student som inte vet vad en symmetrisk matris dr skall raka
skriva upp en matris som moter denna specifikation dr ganska liten. Men ett misslyckande
behéver & andra sidan inte bero p& okunskap om vad en symmetrisk matris &r. Det kan
istidllet bero pa att man inte insett att matrisen maste ha minst femton rader och kolonner
for att den skall kunna vara symmetrisk och ha minst etthundrasjutton olika element.
Foljande mellanlige 4dr kanske lagom:

Ge ett exempel pd en symmetrisk 3 X 3—matris med sex olika element

Sannolikheten dr i varje fall inte stor fér att en okunnig student skall kunna ge ett sddant
exempel. Detta kan se ut som ett gott argument fér att denna senare fraga skulle vara
det bista sittet att kontrollera om en student vet vad en symmetrisk matris dr. Tyvirr
stimmer det nog inte. Man vill ndmligen att studenterna verkligen skall veta hur defini-
tionen ser ut och vad den innebdr. Det dr en viktig del av varje matematikkurs att skilja
mellan den generella definitionen och enstaka exempel (som ju alla har sina sirmirken)
eller den speciella metoden som kan anvindas fér att verifiera definitionens villkor. Man
borde ddrfor helst stilla en kombinerad fraga som:

Definiera vad som menas med en symmetrisk matris.
Ge ocksa ett exempel pa en symmetrisk 3 X 3—matris med sex olika element.

Men viljer man att fraga s& bér man i konsekvens med den lilla analys som gjordes ovan
inte ge nigra delpoing om definitionen dr rdtt men exemplet &r fel (eller tvirtom).

Lat mig nu ta ett andra exempel. Sdg att vi vill undersska om studenten har begripit
hur man kan finna tangenten till en nivikurva i en given punkt. Man kan d& hitta pa
foljande ritt typiska tentamensuppgift:

Betrakta kurvan z° + 3zy? + 3y° + arctan (z —2y) =17.
Bestdm riktningen for tangenten i punkten (2,1).

Stdlld infor detta problem far studenten forst forsdka paminna sig vad som skall géras. En
gradient skall beriknas, vilket betyder att den dir hiskeliga funktionen skall deriveras och
derivatorna evalueras i den ddr punkten. Dessa kalkyler levererar eventuellt gradienten
V = (16,25). Sedan vet studenten att tangenten &r parallell med v = (25, —16).

Manga studenter klarar en sddan uppgift eftersom de har sett ett antal uppgifter av
denna typ. En viss riknefirdighet behovs for att fa derivatorna ritt och péd en sd hir pass
standardiserad uppgift bor riknefel ge kinnbara podngavdrag. Kanske vet de flesta varfor
man bestimmer tangentriktningen som man gér, men svaret har karaktiren av recept.
Man behdver inte férstda vad en nivakurva dr. Man behéver inte veta att gradienten dr
normal till kurvan. Det ricker att ha sett denna typ av uppgift forut och pé ett eller annat
sdtt lart sig hur man gar till viga. Det dr kanske inte sa vildigt mycket fel i detta, men
det finns nog skil att forska variera konfekten d& och da. Har ett forsok:
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Betrakta funktionen f(z,y) = 2? + y>.

Vilj en nivakurva till f sd att nivikurvan inte passerar genom origo.

Vilj ocksa en riktning (u,v) ddr u # 0 och v # 0

och en punkt P pa nivikurvan, s& att tangenten i P &r parallell med (u,v).

Hér kan studenten inte pa samma sdtt lita till recept. Den student som lutar sig tillbaka
och tinker efter vad uppgiften handlar om finner snart en bekvim I6sning. Den som kastar
sig 6ver uppgiften utan att reflektera kan l14tt hamna i svarigheter.

Jag dterkommer till just denna uppgift i beskrivningen av projektets tva praktiska
forsok.

Exempel pa tentamensuppgifter

Hiar foljer ett litet antal exempel pd tentamensuppgifter som jag har givit pa kurserna i
Linjir Algebra och Flervariabelanalys, del 1.

1. Antag att funktionen (z,y) — f(z,y) dr definierad pa mingden D.
Om f har lokalt extremvirde i punkten (a,b) € D, sa giller som bekant precis ett
av tre alternativ. Tva av dem 4r
(a) (a,b) dr en randpunkt till D,
(b) (a,b) &r en inre stationdr punkt.
Redogor forst for vilket det tredje alternativet &r och forklara vad det innebédr. Ge

sedan ett exempel pa en funktion f som har lokalt extremvirde i en punkt dir det
tredje alternativet giller. Bevisa slutligen satsen!

2. Denna uppgift handlar om punktfsljder i planet och delfsljder till sidana foljder.
Det giller att ge exempel pa situationer som kan férekomma. Vilj enkla exempel,
men ligg ner arbete pd att motivera varfér exemplen fungerar.

(a) Ge ett exempel pa en punktfsljd i planet vars alla delfsljder dr divergenta.
(b) Ge ett exempel pa en begrinsad mingd i planet och en f6ljd av punkter i denna

mingd, sddan att ingen delftljd konvergerar mot en punkt i méngden.

3. Lat E vara enhetscirkeln 22+ 3% =1 i R? och lat E; vara enhetscirkeln med
punkten (1,0) borttagen. Avgér om det finns funktioner f i foljande tre fall.

(a) f dr kontinuerlig pd E och f(F) = Fy
(b) f &r kontinuerlig pa Fy och f(FEp) = F
(c) f &r kontinuerlig pa F, f(Ey) = Eg och f(E)=F

Om en sddan funktion existerar, ange en. Motivera i annat fall varfsr en saddan
funktion inte kan existera.

4. Lat A och B vara tva mingder i R".

(a) Vilka (om nagra) inklusioner giller mellan mingderna 0(AUB) och (0A)U(JB)
(b) Samma fraga om méngderna Int(A U B) och (IntA) U (IntB).

Bevisa de sanna inklusionerna och ge motexempel mot de falska.
(OM betecknar randen av M medan IntM betecknar det inre av M)
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10.

11.

12.

. Redogor forst for definitionen av att en reellvird funktion av tva variabler dr diffe-

rentierbar i origo.
Ge sedan exempel pa kontinuerliga funktioner f och g med

V£(0,0)=Vg(0,0)=(1,1)

sddan att f dr differentierbar i origo, medan g inte 4r differentierbar i origo. Motivera
i bada fallen.

. Ta stillning till f6ljande utsagor och bedém om de dr sanna eller falska. Bevisa de

sanna utsagorna och motbevisa de falska genom att ge motexempel.

(a) Snittet av en 6ppen mingd och en kompakt méngd #r alltid ppen.
(b) Unionen av en sluten méngd och en kompakt mingd &r alltid sluten.
(c) Unionen av en sluten mingd och en kompakt mingd &r alltid kompakt.

(d) Snittet av en sluten mingd och en kompakt mingd &r alltid kompakt.

. Lat A vara en m X n-matris (med m och n olika). Vilka av fsljande linjira rum &r

underrum av R" och vilka &r underrum av R™. Vilka av de uppriknade rummen #r
alltid lika? Motivera dina svar!

ColA NulA Row A
ColAT NulAT RowAT
(ColA)t  (NulA)* (RowA)t

. Konstruera en symmetrisk och inverterbar 3 x 3-matris M med hjilp av talen 0,1

(inga andra). Matrisen skall ha enbart ettor i diagonalen och hégst tre nollor. Bestdm
sedan egenvirdena till M.

. Konstruera om mojligt matriser Ay, Ag, Asiféljande fall. Motivera varfor de konstru-

erade matriserna har de angivna egenskaperna eller forklara varfor konstruktionen
inte dr mojlig.
(a) Ajz = b har mer &n en losning for nigot b € R* och Ay har fyra linjirt
oberoende kolonner.

(b) Agz = b har precis en losning for nagot b € R* och A, har tre linjirt oberoende
kolonner.

(c) Aszz = bhar mer #&n en 16sning {6t nigot b € R* och A3 har fem linjirt oberoende

kolonner.

Konstruera en 4 x 3-matris A med rangen 2 sadan att varje vektor y i kolonnrummet
har forstakoordinaten y; = 0. Bestidm ocksa nollrummet fér den valda matrisen.

(Vilj enkla siffror!)

Vilj sjdlv ett tvadimensionellt underrum H av R* sadant att vektorn (1,2, 3,4) ligger
i H. Bestim sedan standardmatrisen fér den ortogonala projektionen pa H.

Besvara foljande fragor.

(a) Om A dren 7x10-matris, vilken &r da det minsta mojliga virdet pa dim (NulA)?

b) Om A dr en 7x10-matris, vilken dr d& det stérsta mojliga virdet pa dimensionen
9 .] g p
av radrummet?

(c) Om nollrummet till A har dimensionen 4 och kolonnrummet har dimensionen
5, vilket dr d& det minsta antalet kolonner som A kan ha?

Motivera svaren !
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6 Tva praktiska forsok

Projektet har genomférts pa tva kurser, Flervariabelanalys, del 1, varterminerna 1994 och
1995 och Algebra, del 1 (Linjdr Algebra) under hostterminen 1994. Ett stort antal 6v-
ningar har fabricerats och provats i undervisningen. Dessutom har tentamensskrivningar
utformats pa det sdtt som beskrivits ovan. Utvirderingen av férséken har i huvudsak skett
genom examinationen och personligt firgade iakttagelser. Vi har ocksd haft kursvirde-
ringar dir studenterna fatt tillfille att exempelvis kommentera vningsuppgifterna, men
svarsfrekvensen har inte varit hog och svaren ganska intetsigande. Det allmidnna intrycket
ir att studenterna reagerat positivt pd forstken eller att de i vart fall forstitt poingen
med uppgifter och tentamensskrivningar.

Mitt personliga intryck dr att studenterna dndrat sitt sitt att ldsa som en f6ljd av de
forstaelseinriktade 6vningsuppgifterna. Grunden for detta intryck dr resultaten i exami-
nationen. Jag har tidigare gjort enstaka férsék att pa skrivningarna ge nagon uppgift av
den typ jag nu har férsskt odla mera systematiskt. Resultaten pa dessa enstaka uppgifter
har i de flesta fall varit mycket nedslaende, vilket troligen berott pa att studenterna aldrig
stdllts infér uppgifter av det slaget. Pa projektets kurser har dessa uppgifter gatt mycket
béttre, vilket rimligen méste bero pa att studenterna anpassat sina studier till de férind-
rade kraven. Jag tycker mig ocksd se en tendens att studenterna &r mera ména om att
forklara sammanhang. Man néjer sig i manga fall inte med att enbart redovisa kalkyler.

Det finns emellertid ingen entydig tendens som giller alla studenter. Man kan mycket
tydligt se att vissa studenter inte alls tagit intryck av de forstéelseinriktade uppgifterna.
Dessa studenter har riknat pa som vanligt och ldrt sig bevis och rdknemetoder utan sir-
deles mycket eftertanke. Méanga av dem har sikert klarat tentorna dnda, men en del har
formodligen fallit igenom. A andra sidan finns det ocksi studenter som blivit gynnade
av fordndrade stilen pd examinationen. Den student som vant sig vid att tdnka till innan
han sétter igdng att rikna har kunnat vinna mycket tid pé vissa av tentamensuppgifterna.
Samtidigt dr det vdrt att understyrka att examinationen inte skiljer sig radikalt fran tidi-
gare ar. Det dr fortfarande friga om en femtimmars skrivning med ungefir dtta uppgifter
varav bara nagra avvikit fran det vanliga. Den stora skillnaden ligger formodligen i att
skrivningarnas utseende har varierat mer #n tidigare och att de ddrmed varit svarare att
forutse.

Kursen Flervariabelanalys, del 1

Kursen har givits under veckorna 3 - 12, VT 94 och VT 95, med sammanlagt 17 dub-
beltimmar foreldsningar, varav tre eller fyra i form av demonstration av problemlésning
for foreldsningsgruppen och 16 dubbeltimmar lektioner for fem lektionsgrupper. Antalet
studerande som anmilt sig till férsta delprovet var 118 (VT 94) och xyz (VT 95). Antalet
studenter som arbetat regelbundet med kursens bonusgivande inlimningsuppgifter var 111

(VT 94) och xyz (VT 95).

Kurslitteraturen var densamma bada terminerna, ndmligen

A Adams : Calculus, a complete course, kap. 12-14
Addison-Wesley, 1991

GLO Gustavsson, Léfstréom, Olsson :
Nagra grundliggande begrepp i matematisk analys, kap. 1.
Kompendium , 1994

L Lofstrom: Ordindra differentialekvationer, kap. 3-4.
Kompendium, aug. 1993

Sammanlagt har drygt 70 &vningsuppgifter (varav 5 s.k. inlimningsuppgifter) samt
ett antal tentamenskrivningar delats ut. Av de utdelade vningsuppgifterna var flertalet
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mer eller mindre tydliga exempel pd de typer av uppgifter som har diskuterats ovan.
Resultaten pa det forsta delprovet sag ut sa hir :

VT 94 :

Antal underkiinda : 36 = 35 %

Antal godkiinda : 67 = 65 %

Dérav med &ver 19 podng (VG) : 25 = 25 %
Antalet deltagande studerande var 103.

VT 95 :

Antal underkiinda : 37 = 40%

Antal godkiinda : 56 = 60%

Dérav med &ver 19 podng (VG) : 24 = 26%

Antalet deltagande studerande var 93.

Anm. : Den ligre genomstrémningen VT 95 &r troligen orsakad av att omtentamen
lag ganska ndra det forsta provtillfillet. Vissa studenter sparade sig till omprovet. Den
verkliga genomstrémningen VT 95 l1ag pa ungefir samma niva som VT 94.

Begreppet signifikansgrad

Pa en tentamensskrivning fungerar vissa uppgifter som “transportstrickor”, medan andra
uppgifter fungerar som sorteringsuppgifter. Enskilda uppgifters funktion kan analyseras
med hjilp av begreppet signifikansgrad, ett begrepp som vi hirmed introducerar.

Signifikansgraden for en tentamensuppgift definieras som sannolikheten foér att resul-
tatet pa uppgiften och resultatet pa hela skrivningen &verensstimmer. Man maéaste da
precisera vad som avses med resultat. Det finns tvd naturliga nivaer. Den ena dr nivin
godkiind /icke godkiind, den andra dr vil godkiind /icke vil godkind. Pa en enskild uppgift
kan det vara rimligt att anse att grinsen for godkind gar vi hogst en missad podng (av tre
eller fyra), medan vil godkidnd skall betyda full pott pa uppgiften. Pa hela skrivningen dr
grinsen for godkind 13 podng och griansen for vil godkind kan ga vid 19 poidng (inklusive
bonus).

Att signifikansgraden for godkint pa en uppgift dr 80% betyder alltsd att resulta-
tet vad giller godkiint/underkint pa denna uppgift i 80 fall av 100 6verenstimmer med
motsvarande resultat pd hela skrivningen.

Fo6ljande tabell beskriver max-poing, medelpoing, signifikansgrad fér godkidnt och
signifikansgraden for vil godkéint pa marsskrivningen 1994 :

Problem  maxpoing medelpoing signifikansgrad G % signifikansgrad VG %
1 4.0 2.2 70 85
2 3.0 1.2 70 85
3 3.0 2.5 75 40
4 3.0 1.9 70 75
5 3.0 1.7 80 80
6 3.0 1.7 80 70
7 3.0 0.8 60 85
8 3.0 0.3 50 80

Eftersom antalet godkiinda var 65 % &r en signifikansgrad for godkind pa 70 % inte sér-
skilt imponernade. De uppgifter som har en 6vertygande signifikans for godkint dr ddrfor
framst uppgifterna 5 och 6. Dessa uppgifter hade alltsa bist férméga att skilja godkinda
fran underkinda. Diremot var de relativt daliga pa att skilja ut vilka som fick vil godként
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pé kursen.
Uppgiften 6 sag ut sa hir :

Sitt f(z,y) = 2% + y>. Vilj forst en nivikurva till f, som inte gar genom origo.

Vilj sedan tva tal w # 0 och v # 0 samt en punkt P pd nivikurvan, sd att tangenten i P
dr parallell med vektorn (u,v).

Du far vilja siffervirden pa uw och v och koordinaterna for punkten P hur du vill, bara
tangenten i P har den beskrivna egenskapen. Glém inte att motivera!

Denna uppgift dr i all sin banalitet siledes en av de enskilda uppgifter som bist skil-
jer godkinda fran underkiinda, detta trots att medelpoidngen pa uppgiften var s 1ag som
1.7.

Sammanfattande virdering: Flervariabelanalys

Under de fyra ar som jag har ansvarat fér kursen Flervariabelanalys har kursen stegvis
dndrat karaktir genom introduktionen av nya typer av évningsuppgifter och tentamens-
proble. Forsta gangerna jag hade kursen provade jag enstaka tentamensproblem typen
“Ta stéllning till foljande utsagor. Avgor vilka som dr sanna och vilka som #r falska. ....”
eller “For vilka parametervirden giller ..... 7. Studenterna hade d& endast sett enstaka
uppgifter av denna typ. Resultaten pa dessa uppgifter blev mycket nedsldende. Nir jag
nu ger uppgifter av en sort som studenterna inte sett férut, blir resultaten inte alls lika
daliga. Detta kan naturligtvis bero pa att studenterna har blivit bittre alldeles oberoende
av undervisning och &vningsuppgifter. Jag féredrar emellertid att tolka fordndringen som
ett resultat av att studenterna dndrat sin studiemetodik. Det dr rimligt att tro att om
studentarna for klart for sig att det inte enbart giller att rikna mekaniskt utan att syftet
ar att forsta samband och begrepp, sa kommer ett antal av dem att paverkas i sin inldrning
s& att de bidttra klarar sddana férstaelseinriktade uppgifter.

Det dr en svar konst att framstdlla en 16sning pa ett klart och lidsbart sitt. Ett
matematiskt resonemang bestir av en blandning av ord och formler och det dr mycket
svirt att finna en njutbar balans mellan dessa tva ingedienser. For mycket formler och
16sning ser ut som ett obegripligt krypto. Foér mycket ord och de enkla sammanhangen
blir otydliga. Studenternas skrivningar har pa senare ar blivit béttre i sin sprakliga form.
Skrivningarna speglar ofta en klar onskan att férklara sammanhang och kalkyler. Det
har blivit mindre vanligt med l6sningar som enbart bestar av fragmentariska kalkyler.
Aterigen kan detta ha med andra forindringar att gora #n de som #r relaterade till detta
projekt, men det dr mojligt att det finns ett samband.

Kursen Algebra, del 1 (Linjar Algebra)

Litteratur
David C. Lay : Linear Algebra and its applications. Addison-Wesley, 1993.

Boken anvindes for forsta gangen. Valet av bok dikterades i férsta rummet av den ut-
mirkta texten, men ocksd av bokens innovativa dvningsuppgifter. Flertalet av bokens
ovningar hade karaktiren av introducerande 6vningar. De krivde nistan aldrig nagon
riknefirdighet. De var diremot mycket skickligt varierade och insiktsfullt tillrdttalagda.

Kurslitteraturen kompletterades med 53 blandade $vningar (varav 5 inlimningsupp-
gifter). Eftersom tidigare ars tentamensskrivningarna baserades pa en annan litteratur
och inte var tillrickligt varierade utarbetades tre s.k. fingerade tentamensskrivningar om-
fattande sammanlagt 24 problem. P& grund av karaktdren hos kursbokens dvningar var
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en del av de utdelade blandade 6vningarna av en mer traditionellt riknemissig karaktir
medan huvuddelen hade karaktiren av sammanfattande vningar.

Foérsta provet pa kursen dgde rum i januari 1995. Antalet deltagande studerande var
131. S& hir blev utfallet :
Antal underkiinda : 43 = 32.8 %
Antal godkiinda : 88 = 67.1 %
Antal med minst 19 poing : 41 = 31.3 %

Kursen i Linjdr Algebra dr en notorisk problemkurs. Genomstrémningen &r ibland dalig,
ofta simre &n denna géng och sillan bdttre. Studenterna anser att kursen #r rorig och
bitvis obegriplig. Grundproblemet torde vara att kursomfanget &r fér stort och detta har
inte botats med den nya boken och héstens experiment. En stort antal studenter (15 %)
hade hogst ett podng 6ver grinsen fér godkint. Manga av dessa studenter dr naturligtvis
ganska missngjda med kursen.

Bokens 6vningsuppgifter var som sagt extremt enkla. Den uppfattningen delas av
ménga studenter. De utdelade blandade 6vningarna fick inte heller det genomslag som de
borde fatt. Detta ledde till att studenternas rikneférmaga var dalig pa skrivningen.

Sammanfattande virdering: Linjir Algebra

Jag vill vara forsiktig med att virdera projektets resultat pa kursen i Linjir Algebra
eftersom vi har provat en ny kurslitteratur och de projektets dvningsuppgifter inte har
provats férut. En annan svarighet Ar att kursen alltid varit en problemkurs bland annat
genom sitt alltfor stora kursinnehall. Detta bidrar till en stressreaktion hos manga studen-
ter, en slags blockering som motverkar en férstaelseinriktad inldrning. Som kursansvarig
ir man ocksd blockerad av institutionens traditioner vad giller denna kurs. Den skall
innehalla allt det som ingar och girna mycket mer och varje antydan till reduktion av
kursinnehéll beméts som vore en skamléshet. Det dr kanske inte heller mojligt att géra
nagon mer genomgripande férindring utan att dra in Algebrakursens forsta del. Trots
att kursen i Linjir Algebra borde vara en bra miljs fér forstaelseinriktade 6vningar dr
jag inte siker pa att man bor upprepa forsoket med mindre att kursens omfang reduceras
visentligt. Man kan inte begira att studenterna skall kunna rikna snabbt och ritt, forsta
en uppsjo av nya ofta mycket abstrakta begrepp och samtidigt acceptera minst ett halvt
dussin nya idéer allt inom loppet av atta veckor.
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7 Utvirdering av projektet

De forsok jag har gjort inte dr vetenskapliga férsék inom ramen for pedagogisk eller di-
daktisk vetenskap. Utvdrderingen har dérfor subjektiva drag. Visserligen har jag anvint
kursutvirderingar pa kurserna, men dessa utvirderingar har inte varit utformade sa att
man kan beligga hur de arbetsuppgifterna eller examinationen har paverkat studenternas
lisande eller lirande. Utvirderingen av projektet har saledes skett via examination och
subjektiva iakttagelser.

Projektet har bedrivits inom ramen for traditionella planeringsramar och den vanliga
examinationen. Nackdelen med detta dr naturligtvis att rérelseutrymmet inte varit sirskilt
stort. Fordelen #dr att forssket kan upprepas pa vilken kurs som helst.

Hur har studenternas arbete paverkats ?

P& kursvirderingarna har kommnetarerna om arbetsuppgifterna varit genomgaende posi-
tiva. Man beskriver uppgifterna som nyttiga, viktiga eller helt nédvindiga komplement
till kurslitteraturens évningar. De speciella s.k. inlimningsuppgifterna har behandlats av
praktiskt alla studerande.

Trots att studenterna har uppfattat kopplingen mellan de utdelade 6vningarna och
examinationen har de haft en tendens att prioritera litteraturesn uppgifter. Till en del
ir det en fraga om vad man hinner med. De utdelade uppgifterna har utan tvivelk stillt
okade krav. Dirfor har det naturligtvis varit nédvindigt att reducera utbudet av vanliga
uppgifter for att ge ordentlig plats fér de nya uppgifterna. Trots att si skett har nog
kurserna sammantaget blivit mer krivande. Atminstone giller det for de studenter som
ir ensidigt inriktade mot att klara sig genom att bara rikna. For de studerande som
spontant ir mer intresserade av begreppsliga sammanhang giller kanske motsatsen.

Hur har tentamensresultaten paverkats ?

Forst kan man konstatera att genomstromningen pa projektets tre kurser varit i stort
sett ofsrdndrad. Pa en av kurserna (Flervariabelanalys) har genomstrémningen gatt upp
(jamfort med VT 93 och dessférinnan) men det torde bero mest pa vilka studenter som
antagitsd till kursen.

Ser man till skrivningarnas kvalitet finns ddremot en féréndring. Det &r ganska vanligt
att studenternas skrivningar dr ganska knapphindiga, att motiveringar och resonemang
ir rudimentidra eller saknas. Denna typ av skrivningar har blivit mindre vanliga pa pro-
jektets kurser, &ven om de fortfarande forekommer. Det dr naturligt att tro att denna
tendens kan ha med de forstielseinriktade dvningarna att gira, eftersom dessa ofta inne-
haller uppmaningar som “Motivera varfor ...”, “Forklara hur ...”, “Ta stillning till ...”.
Tendensen till mer verbalt resonerande dr hur som helst glidjande.

Hur har studenternas lirande paverkats ?

Studenterna har inte varit medvetna om att de har deltagit i ett undervisningsexperiment.
De har tagit svningsuppgifterna och tentamensproblemen som sjilvklara delar av kursen
eller associerat dem med examinatorns preferenser. Det ligger dirfér i sakens natur att
de inte sjilva kunnat gora en jimférande analys av hur évningsuppgifterna har paverkat
deras lirande.

Det har emellertid tydligt framgétt av stedenternas kommentarer och arbete att de
har uppfattat kopplingen mellan &vningsuppgifter och examination. Att déma av skriv-
ningarna har évningsuppgifterna ocksa har paverkat dem i deras studier, eftersom de pa
tentamensskrivningarna visat sig kapabla att framgangsrikt behandla uppgifter som pa
vanliga kurser varit katastrofer.
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Jag har under flera ar springt in enstaka foérstéelseinriktade dvningar bland tenta-
mensuppgifterna och med fértvivlan tvingats konstatera att en majoritet av studenterna
har misslyckats med dem. P& projektets tre kurser har resultaten inte varit lika nedsla-
ende, dven om de forstielseinriktade 6vningarna inte haft sirskilt hoga genomsnittspoing.
Detta giller dven sidana uppgifter som inte liknat vad som fésrekommit under kursens
gang. Det faktum att studenterna mott ovintade situationer under kursen har sannolikt
gjort dem beredda att méta nya ovintade situationer.

Vad kan en lidrare lira sig ?

Det var svarare dn vad jag forst trodde att formulera varierade 6vningsuppgifter. Den ma-
tematiska jargongen och slentrianen satt hardare #n vad jag anade. Aven om de exempel
jag givit ovan formodligen verkar ganska banala, s& maste jag tillsta att det inneburit en
icke ringa mdda att formulera dem.

Studenternas reaktioner pa uppgifterna har varit mycket ldrorika och gett mig atskilliga
insikter om alla olika uppfattningar och missuppfattningar som idr méjliga. Det har till
och med blivit ett nje att ritta tentamensskrivningar (dtminstone de femtio forsta). I
stillet for att reta mig pa alla dumheter har jag borjat tdnka sver vilka férestillningar som
ligger bakom. Jag har ddrigenom bérjat begripa mer om hur undervisning fungerar och
inte fungerar. I sjélva verket har studenternas reaktioner i undervisning och examination
varit en viktig motor for projektets utveckling.

Har det blivit battre ?

Mitt svar dr ja. Anledningen #r att jag tycker att studenternas kunskaper paverkats
positivt vad giller matematisk forstaelse. Men det finns risker. En oroande mojlighet dr
att riknefirdigheten kan ha blivit simre. Detta beror emellertid inte pa tankegangarna
bakom &vningsuppgifterna, utan i sa fall mer pa hur genomférandet i praktiken sett ut.
Det finns inget som siger att man inte kan utveckla riknefirdighet pa ett metodiskt sett,
tvirtom.

De experiment som jag har gjort kan upprepas pa vilken matematikkurs som helst,
men utformningen maste naturligtvis anpassas till kursens férutsdttningar. Vissa faror
lurar. Arbetsbelastningen kan 14tt bli for stor. Det &r viktigt att de innovativa 6vnings-
uppgifterna blir matematiskt naturliga sa att de inte uppfattas som krystade.
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