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2 Analytisk geometri och linjara avbildningar

Den antika grekiska matematiken dominerades av geometri. Vi skulle i dag séga syntetisk
geometri for att markera att man arbetade med geometriska storheter och inte, som i den
analytiska geometrin, med formler och tal. Man skrev matematik i en verbalt forklarande
(s.k. retorisk) stil. Avsaknaden av analytiska redskap och traditionens stilistiska krav be-
gransade s& smaningom utvecklingsmojligheterna, men den antika grekiska matematiken
var mycket avancerad, lang over varje “skolgeometri”.

Manga stora namn kan namnas. Pythagoras (500-talet f. Kr) arbetade med aritmetik och
geometri. Euklides (300-talet f. Kr) &r berémd for sin bok “Elementa” i vilken han forsokte
inordna datidens geometriska vetande i en axiomatisk framstallning. Senare arbetade Apol-
lonios med kégelsnitt (alltsa snitt mellan en kon och olika plan). Under férsta arhundradet
e. Kr. forsokte Claudius Ptolemaios forsta planetbanornas utseende. Han ar ocksa beroémd
for sina kartor 6ver den da kinda vérlden.

Man brukar siga att den grekiska matematiken hade ett “svagt talgbegrepp”. Det &r na-
turligtvis en beskrivning som utgar fran senare tiders synsétt. For oss ar det sjalvklart att
man vill associera varje geometrisk stricka med ett tal, strickans ldngd. Diagonaler i en
kvadrat med sidan 1 har exempelvis lingden V2. Men vad dr /2 for ett tal? Det som fat-
tades i den antika grekiska matematiken var en definition av (reella) tal som lag pa samma
niva av matematisk stringens som man ansag att geometrin gjorde. I avsaknad av en sddan
definition avstod man fran att anvinda aritmetik som ett medel for att l16sa geometriska
problem. Behovet av tal var kanske inte sa stort. Diagonalen i en kvadrat fanns ju &nda,
som en geometrisk storhet, utan nagra tal.

I den antika grekiska matematiken férekom inte ekvatio-
ner som z? = 2. I stiillet kunde man stilla f6ljande pro- |
blem. Givet en kvadrat. Konstruera en annan kvadrat <& ‘
med dubbel sa stor area. Losningen kanske sag ut som i
figuren.

Ordet algebra anvands (efter vad man vet i dag) for férsta gangen i en ldrobok om hur man
laser vissa andragrads ekvationer av den arabiska matematikern al-Khwarizmi (i Bagdad,
800-talet e. Kr.). Denna och andra bocker utévade sd smaningom ett stort inflytande pa
visterlindsk matematik. Pa 1500-talet analyserades tredje- och fjardegradsekvationerna.
Men man behandlade inte ekvationer som z? + y? = 2. Svarigheten med denna ekvation &r
att man inte vet vad y ar! Hur skall man da kunna bestdmma z? Ser man saken sa, kan
man uppfatta ekvationen z2 + y? = 2 som obestimd, (och dirmed ointressant).

y

For att ekvationen z2 + y? = 2 skall tilldra sig nagot
intresse krivs idén att avsidtta z och y lings tva axlar.
Forst da far ekvationen en bestidmd geometrisk inne-
bord.
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Det ar viktigt att observera beteckningssystemets betydelse. Man kan forstas skriva zz i
stillet for z2. Det gar vil bra att skriva zzazzz for 2° ocksi, men att skriva 2% pa detta
siatt ar knappast att tdnka pa!

For uppkomsten av analytisk geometri krivs ett antal forutsdttningar. En dr tillgang till
algebraiska metoder och ett bra beteckningssystem. En annan ar en tillrdckligt avance-
rad syntetisk geometri (s att man har intressanta problem att behandla). En tredje och
avgorande forutsdttning ar idén med koordinatsystem.

Den som forst behandlade geometriska problem med hjilp av koordinater var René Descar-
tes (1596-1650). Efter honom talar man ibland om cartesiska koordinater. Descartes var
filosof och matematiker. Ett beromt uttryck fér hans filosofisk tdnkande var beviset fér hans
egen existens: Cogito, ergo sum! (Jag ténker, alltsa finns jag!) Ar 1637 publicerade han La
Géométri, (ett supplement till ett filosofiskt verk) dar han med stor konsekvens utvecklade
sin koordinat-geometri. Aven Pierre Fermat (1601-1665) uppfann (oberoende av Descartes)
den analytiska geometrin, men hans arbete var mindre langtgaende och publicerades forst
efter hans dod.

I det foljande beskrivs analytisk geometri pa ett sidtt som skulle kints fraimmande for
Descartes och Fermat. Under 1600-talet anvindes analytiska redskap mest for att analysera
kurvor. Man anvinde den nya tekniken bade for att behandla kurvor som var kidnda i
den antika Grekland och for att analysera nya och mer komplicerade kurvor. I denna
framstéllning skall vi inte arbeta med andra kurvor &dn linjer. Vi skall ocksa arbeta med
vektorer, vilka inte inférdes forrdn pa 1800-talet (av Grassman och Hamilton). Vidare
anvinds en del av den linjara algebrans begrepp, (t.ex. matriser och linjira avbildningar)
ocksa de fran 1800-talet.

Innehallet i den foljande texten kan inte direkt karakteriseras som “geometri” i axiomatisk
mening eller den Kleinska betydelsen. Det ar snarare fraga om en verktygslada, vars innehall
kommer att ha stor anvidndningen i resten av denna skrift. Forhoppningen ar att lasaren
skall finna sig vara bekant med det mesta av materialet.

Rummen R? och R?

2
Maéangden av alla reella tal betecknar vi med R. (0,0) (@b)
Mingden R? bestar av alla par (x;,3) av reella
tal z; och z5. Elementen i R? kallas punkter och
representeras 1 ett ratvinkligt koordinatsystem sa
som figuren antyder. (@0) X,

Mingden R? bestar av alla tripplar (x1, 29, x3) av reella tal z1, 9 och z3. Punkterna i R3
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representeras geometriskt i ett ratvinkligt koordinatsystem med tre koordinataxlar.

00,0 k3

(abo)

(0,b,0)

X2

/ (a0,0) (ab,0)
X1

En viktig geometrisk operation i R? eller R? ér parallellforflyttning eller translation. Alla
punkter flyttas en given stricka i en given riktning. Varje sadan parallellférflyttning kallas
en vektor. Om man vill beskriva en translation ricker det uppenbarligen att beskriva till
vilken punkt som origo O (dvs (0, 0) resp. (0,0,0)) flyttas. Alla andra punkter flyttas sedan
lika langt i samma riktning. Om origo flyttas till punkten P, betecknar vi motsvarande

— —
vektor med OP. Om P ar punkten (z1, o) (eller (zy, z9, x3)) skriver vi OP= (x1, z3) (resp.

H
OP= (x1,%2,23)). Vi kommer ocksé att beteckna vektorer med feta smé bokstéver, t.ex.
ﬁ

u=0P.

En translation beskrivs alltsa genom att man anger

vart origo flyttas. Man kan naturligtvis ocksa be-

skriva en given translation u genom att vilja en

annan punkt ) och ange till vilken punkt R den
H

flyttas. Vi skriver da u =QR.
Tva vektorer u och v kan adderas. Summan u + v dr den translation man far genom att
utfora translationerna u och v efter varandra. (Ordningen spelar ingen roll!) Detta innebér
att om u = (uy,us),v = (v1,v2) 88 &r u + v = (uy + vy, U2, v2) (och motsvarande i R?).
Analogt definierar vi tu genom koordinatvis multiplikation med det reella talet ¢, (dvs
t(u1,ue) = (tuy,tug)). I figuren har vi valt t = 1,0.5,2, —1

u
E—
\" u+v \"
— 05u
2u
BT —
u

Vektorerna u och v ar parallella om det finns ett reellt tal ¢ sa att v = tu eller u = tv.

Q (0]
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I R? infor vi en standardbas e;, e, genom att sitta
e; =(1,0) e; =(0,1).
En godtycklig vektor u = (uy, us) kan da skrivas u = uje; + uges ty
ure; + ugey = uy(1,0) + uz(0,1) = (ug, 0) + (0,us) = (uy, us)
P4 samma sitt infor vi standardbasen e;, s, e3 i R? genom att sétta
e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1).
Varje vektor u i R? kan di entydigt skrivas u = uie; + uses + uses.

Lagg maérke till att ett talpar (z1,z9) (eller en taltrippel (z1, 22, x3)) kan uppfattas pa tva
sitt, dels som koordinater for en punkt P, dels som koordinater for en vektor u. Sambandet

ﬁ
ar att u ar den translation som flyttar origo till punkten P, alltsd u =0OP.

Observera att vi reserverar operationerna addition och multiplikation med tal till vektorer.
Addititon av tva vektorer u och v innebédr att vi forst utfor den ena translationen och
sedan den andra. Den resulterande translationen dr u + v. Multiplikation med ett tal ger
en forldngd eller forkortad translation (och eventuellt en omkastning av orienteringen).

Vi anvinder inte addition och multiplikation med tal pa punkter. Om P och @) &r punkter
skriver vi saledes inte P+ Q Om Vl vill addera koordinaterna for P och () for att definiera

en punkt R, kan vi skriva OR OP -+ OQ eller direkt skriva ut koordinaterna for R. Vi
kommer saledes att rikna med koordinaterna fér en punkt P som koordinater for en vektor
H

x, koordinatvektorn for P, definierad genom x =0 P.

Linjer och plan

I R? och R? definierar vi en linje £ genom att ange en punkt P, pa linjen och en riktnings-
vektor v # 0. Hér betecknar 0 den s.k. nollvektorn, dvs 0 = (0, 0) eller 0 = (0,0, 0). Linjen
¢ bestar av alla punkter P, som har egenskapen att

— —
OPZOP() +tV

— —
for nagot t € R. Om vi sitter x =0P och xy =0PF, far vi sambandet x = x¢ + tv, t € R,
vilket vi kallar for linjens ekvation (i parameterform). Vi skriver kort £ : x = x¢ + tv
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I R? innebir detta foljande. Antag att v = (vi,ve,v3) och att Py har koordinatvektorn
(%01, To2, To3), dvs xo = (Zo1,Zo2, Tog) Da ligger punkten P med koordinatvektorn x pa
linjen ¢ : x = x + tv da och endast da det finns ett ¢ sa att

X = (3301, Zo2, 3303) + t(Ul, V2, Us) = (3301 + vy, Tgo + tvo, Tz + tvs)

T = Zo1 + tUy,

Tg = Tz + vy,

T3 = To3 + tvs.
En punkt P ligger pd linjen ¢ om P satisfierar linjens ekvation. Alternativt siger vi att
linjen ¢ gar genom punkten P. Genom tva olika punkter Py och P; gar precis en linje,

— —
ndmligen linjen / : x = x¢ + tv dar xg =0F, och v =FyP;. Observera ocksa att det pa
en given linje finns en naturlig ordningsrelation. Vi siger att punkten () pa linjen ¢ ligger
— —

mellan Py och P, om PyQ= s Py P, for nagot s i intervallet 0 < s < 1. Méngden av alla

punkter som ligger mellan Py och P, utgor, tillsamman med dessa bada punkter, strickan

Py Py, (med dndpunkterna Py och P;). Mittpunkten M pa strackan PyP; definieras genom
— —

sambandet PyM= 0.5 Py P;.

I R? definerar man ett plan 7 genom att ange en punkt P, i planet samt tva icke-parallella
— —

riktningsvektorer u och v. Planet m bestar av alla punkter P med egenskapen OP=0F,

+tu + sv for nagra reella tal £, s. Om vi sétter x OP X _OPO far vi planets ekvation
T:X=Xg+tu+sv (i pammeterform)

En punkt ligger ¢ planet om dess koordinater satisfierar planets ekvation. Vi séger ocksa
att planet gdr genom den givna punkten. Om vi har tre givna punkter Py, P, P, som
inte ligger pa en linje, sa ﬁnns prec1s ett plan 7 som gar genom dem, nadmligen planet

X—X0+tu+svdarX0—OP0,u P()Pl, —P()P2
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Att en linje ligger i ett plan innebér att varje punkt pa linjen ligger i planet. Samma
forhallande uttrycks genom att séiga att planet gar genom linjen. Om tva icke-parallella
linjer skir varandra i en punkt Py (dvs gar genom Fp), sd bestimmer dessa linjer ett plan
T X = Xg + tu + sv dir xy ar koordinatvektorn for Py och u , v dr de bada linjernas
riktningsvektorer.

ot

Skalarprodukt

Det viktigaste redskapet i analytisk geometri ér skaldrprodukten mellan tva vektorer u och
v. Med hjilp av skaldrprodukten definieras en rad geometriska storheter t.ex lingd av en
vektor, avstand mellan vektorer, vinklar, ortogonal projektion. Skaldrprodukten betecknas
u - v. Detta tal definieras i R? genom att

U-v=uv +uwe om u=(ug,us), v=_(v1,0s)
I R3 siitter vi

U-Vv =uv + ugy + ugvs om u= (ug,us,uz),v=(v1,vs,03).

Skaldrprodukten mellan tva vektorer fungerar ungefir som multiplikation av tva tal- ett
antal naturliga raknelagar giller. Man har till exempel att

u-v=v-u, u-(v+w)=u-v+u-w
Vidare giller kvadreringsregeln

(1) (u=v)- (u-v)=u-u+v-v—-2u-v

Observera att u-u dr en summa av kvadrater (u-u = uf +u3 om u = (uy, up)), sa ir u-u
alltid icke-negativ. Dérfor ar u-u > 0 for alla u. Dessutom dr u - u = 0 da och endast da
u = 0. Vi kan darfor gora féljande definition.

Definition 1 Ldngden av en vektor u ar talet

lu =vu-u
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Detta innebar att

lu| = Ju? + u3 om u = (uy,us)
lu| = u? +ui+u3 om u= (ug,us,us3)

.
Om P och @ &r tva punkter kallas | PQ | for avstdndet mellan P och Q. O

Lasaren noterar kanske att vi inte hinvisar till nagon figur som argument fér denna de-
finition. Det beror pa att framstéllningen dr avsedd att férbereda for framstillningen av
Euklidisk geometri enligt Kleins Erlangenprogram. Vi betraktar alltsa inte geometriska
begrepp som a priori givna, utan definierar dem med hjilp av analytiska uttryck. Darfor
vill vi inte motivera var definition av langd med exempelvis Pythagoras sats, utan kommer
snart nog att visa att denna sats &r en foljd av var definition. I var framstéllning &r dven
begreppet vinkel nagot som maste definieras. Vi skall snart gora det med hjalp av foljande
olikhet.

Cauchys olikhet
[u-v| < |uflv]

Bevis: Vi visar satsen i R2. Om u = (uy,uz) och v = (v, v) sd dr
2 2_ 2.2 22
[u-v|* = (u1v1 + uav2)® = uiv] + usv; + 2u1usv1 V.

A andra sidan &r
(lu|lv])? = (uf +u3) (v +3) = uiv] + u3v} + uivy + ujvi.
Darfor ar
(Ju|v])? = Ju-v|* = w202 + udv} — 2uusv1v2 = (u1vs — ugvy)? > 0.
Detta visar olikheten i R2. Beviset i R® &r snarlikt. Man far

(|1.1||V|)2 — |ll . V|2 = (U2U3 — U3’U2)2 =+ (U11)3 — U3U1)2 =+ (ulvg — UQU1)2 > 0.

O

Observera att om u # 0 och v # 0 s& ger Cauchys olikhet att kvoten (u-v)/(ul|v|) ligger
i intervallet [—1, 1]. Déarfor dr denna kvot cosinus for en vinkel i intervallet [0, 7]. Vi gor
nu f6ljande definition

Definition 2 Om u # 0 och v # 0 definieras vinkeln # mellan u och v, som det tal 0 i
intervallet 0 < 6 < 7 som uppfyller sambandet

O

Tva vektorer u och v éar orgotonala om u-v = 0. (Om u # 0,v # 0 innebir detta att
vinkeln mellan u och v &r 7/2.) O



Exempel 1 Lat oss berikna vinkeln # mellan vektorerna

u = (cos(a),sin(a)), v = (cos(f),sin(S))

Figuren ger oss anledning att tro att § =  — «, at- x
minstone om 0 < 8 — a < 7. Vi kontrollerar om det
verkligen ar sa.

Forst observerar vi att

lu? = cos?(a) +sin(a) =1, |v|]* = cos?(B) +sin?(3) =1

och att
u - v = cos(a) cos() + sin(a) sin(f) = cos(f — «)
Alltsa ar
cos(f) = ‘EH“:| = cos(f — a)

vilket som vintat ger 0 = —aom 0< 3 —a < 7.

Vi kan nu ge analytiska bevis av nagra vilbekanta geometriska resultat.

Pythagoras sats
Om u och v dr ortogonala sa ar |u-v] v

(2) u—v|*= [ +|v[

u lul

21

Bevis: Kvadreringsregeln (1) ger att [u—v|?> = [u|? + |v|? —2u-v. Om u-v = 0 s far vi sambandet (2).

\

Triangelolikheten For godtyckliga vektorer géller

|u-v| V|
(3) lu—v|<|uf+|v|

u |ul

Bevis: Vi dnvénder ater kvadreringsregeln (1), nu i kombination med Cauchys olikhet:
[u— v = |uf + [v[* - 2u- v < [u’ + |v]* + 2Jullv| = (Ju] + |v])?

Detta ger (3).
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Cosinus-teoremet Om u # 0 och v # 0 sa géller

(4) \u—v|2 = |u|2+ \V\Q—Z\u\|v|cosﬁ
u-v 9

dar 0 ar vinkeln mellan u och v. » u

Bevis: Detta foljer ocksd ur kvadreringsregeln (1) denna gang i kombination med definitionen 2:

lu—v?=|uf+ |v]> = 2u-v=|ul® + |v|* — 2|u||v| cos(d)

Ortogonal projektion

Begreppet ortogonal projektion forekommer i manga olika sammanhang. Man kan till ex-
empel projicera en given punkt ortogonalt pa ett plan eller pa en linje. Hér skall till en
bérjan vi definiera den ortogonala projektionen av en given vektor lings en annan vektor.

Definition 3 Lat u och v vara tva givna vektor med u # 0. Den ortogonala projektionen
av v i riktningen u ir den entydigt bestdmda vektor p, som &r parallell med u och har

egenskapen att v — p ar ortogonal mot u.

\ \"

Sats 1 Den ortogonala projektionen p av v i riktningen u # 0 ges av formeln

(5) p

~ "

Om q dr parallell med u sd ar |[v —p| < |[v—q|.

Bevis. Lat p vara parallell med u och antag att v —p &r ortogonal mot u. D3 &r p = tu och (v—p)-u =0.
Detta ger
0=(v—-p)ru=v-u—p-u=v-u—tu-u
varav
t=—.
uf?

vilket ger formeln (5).

Om nu q ir en annan vektor som #r parallell med u s ar p — q ocksé parallell med u och darmed ortogonal
mot v — p. Pythagoras sats ger da att

v—q=v-p+p-a’=|v-p/+|p—-q’>v-p/

Alltsa ar |v — p| < |v — q|, med likhet d& och endast d& g = p. Detta visar satsens andra del.
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Exempel 2 Vi skall bestimma det kortaste avstandet d fran punkten @ = (1,2,3) till
linjen ¢ genom origo med riktningsvektorn u = (2, —1,1).

Vi bildar da den ortogonala projektionen p av vektorn

—,
v =0Q= (1,2, 3) langs riktningsvektorn u:

v-u 3
= —=-(2,-1,1) = (1,-0.5,0.5
p=Top = 5211 =(1-0505)

D4 ar
v—p=(1,2,3)—(1,-0.5,0.5) = (0,2, 5, 2.5)

Det kortaste avstandet fran Q till linjen #r alltsi d = |v — p| = 2.5v/2.

Arean av parallellogrammer och trianglar

En triangel (i R? eller R?) definieras med hjélp av tre punkter A, B, C, vilka inte ligger pa
en linje. Triangeln bestar av hdrnen A, B, C och strickorna mellan dem (kallade triangelns
sidor.

Triangeln dr uppenbarligen bestimd av ett horn , t.ex A, och de bada vektorerna fran detta

— —

horn till de tva aterstaende hornen, t.ex. u =AB och v =AC. Om laget av A inte spelar
nagon roll eller &r underforstatt, talar vi om triangeln som bestdms av vektorerna u och v.
Tva icke-parallella vektorer vektorer u och v bestdmmer pa liknande sitt en parallellogram.

Vv

u

Vi definierar nu arean av en parallellogram genom att anvinda formeln “basen ganger
héjden”. Arean av en triangel som bestdmms av u och v, definieras som héilftan av arean
av motsvarande parallellogram.
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Om 6 &r vinkeln mellan u och v sa &r arean av parallellogrammen saledes |u|- h. Eftersom
h = |v|sin @ far vi att arean ar

(6) A = |u||v|siné

Om vi antar att u och v ar vektorer i planet kan vi litt berdikna arean A med hjilp av
koordinaterna for u och v. Antag nidmligen att u = (a,b),v = (c¢,d). Lat p vara den
ortogonala projektionen av v lings u, alltsa

v-.-u
= u.
P= Tup

Da é&r parallellogrammens héjd

v-u
h=lv ol = il =

Arean blir alltsi

A=lulh=/[uPNE = (v-u).

Eftersom

[ul?|v|* = (v-u)® = (a® + b*)(c* + d*) — (ac + bd)* =
= a?d® + b*c* — 2achd = (ad — bc)?

far vi slutsatsen att
(7) A = |ad — bc|

Vi infor hir begreppet determinant-beteckningen

Z ‘ =ad —bc (2 X 2 — determinant)

a
c
Arean av den parallellogram som bestdms av vektorerna (a, b) och (c,d) ar da

a b
c d|’

Observera att vektorerna u = (a,b),v = (¢, d) &r parallella om och endast om determinan-
tet ad — bc = 0.

A=+
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Kryssprodukten

Givet tva vektorer u och v i rummet R3, sa finns det en entydigt bestimd vektor w med
foljande egenskaper

w dr ortogonal mot u och mot v.
langden av w &r arean av den parallellogram som u och v bestdmmer.

u,v,w bildar ett hogersystem (dvs man kan halla héger hands tumme, pekfinger och
langfinger s& att de pekar i riktningarna u, v, w).

W= uUxv

Vv

Kryssprodukten w av u och v skrivs w = u X v. De egenskaper som bestdmmer krysspro-
dukten dr saledes

(uxv)-u=(uxv)-v=0
|lu x v| = |u||v|sind (@ vinkeln mellan u och v)

u,v,u X v bildar hégersystem.

Dessa egenskaper kan omarbetas till en formel med vars hjélp kryssprodukten kan berdknas.
Vi tar nu denna formel som var definition

Definition 4 Om u = (uy,us,u3),v = (v1,vs,v3) sd definieras kryssprodukten u x v

genom
uxv:( )

Kommmetar For att se att denna formel stimmer med den geometriska beskrivningen av kryssprodukt
ovan later vi w vara den vektor som definieras av formelns hogerled. D4 &r det en enkel (men charmlos)
sak att visa att w-u = 0 och w-v = 0. Man ser ocksa att

Uz U3
V2 U3

U U3
U1 U3

Uy Uz
V1 V2

[w|? = (ugv3 — uzv2)? + (u1v3 — u3v1)? + (U1ve — u2v1)? = (Ju||v|)? — ju - v|?
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(Jamfor beviset av Cauchys olikhet.) Avsnittet om arean av en parallellogram ger dé att |[w|? = (|ul|v|sin8)?.
Alltsd har vi att |w| = |u||v|sinf. Det &aterstir att visa att u,v,w bildar ett hogersystem. Vi no-
jer oss med att visa detta for det fall d& u pekar i zp-axelns riktning och v uppat i zize-planet dvs
up > 0,u2 = uz = 0,v9 > 0,v3 = 0. (Det allménna fallet kan reduceras till detta fall genom att man rote-
rar rummets vektorer. Vi avstar fran att gi igenom detaljerna i denna reduktion.) D& &r w = (0,0, ujvs).
Uppenbarligen bildar u, v, w bildar ett hogersystem eftersom w pekar uppét i z-axelns riktning. O

Som ett exempel later vi e, ey, e3 vara standardbasen i R3. D4 ar foljande formler dr en
direkta konsekvenser av kryssproduktens definition

€] X €y =¢€3, €3 X €3 =€1, €3 X €1 = €9.
e Xe = e Xe = ey3xez = 0.
Det ar ocksa latt att se att
e X e = —e3, €3 X ey = —e1, €] X ez3 = —eq.
Observera att man for godtyckliga u och v har att

uxv=—-vxu och uxu=0

Planets och linjens ekvation i normalform

Lat 7 : x = x¢+tu-+ sv vara ett plan. Vi kan da bilda kryssprodukten n = u x v. Eftersom
n ir ortogonal mot u och v sa giller att n - (x — xq) for varje vektor x i planet. Detta
innebar att

n-x—n-xg=20

Om vi antar att n = (ny, ny, n3) och sitter d = —n - xq sa far vi ekvationen
(8) n1x1 + nexo +n3xs +d =0

Detta ar planets ekvation i normalform. Innebérden dr att punkten P ligger i planet da

_)
och endast da koordinatvektorn x =0 P satisfierar ekvationen. Vektorn n kallas en normal
till planet. Vi kan i ekvationen ersétta n med varje annan vektor # 0 som &r ortogonal
mot u och v, dvs vi kan ersitta n med en godtycklig vektor # 0 som &r parallell med n.
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Linjer i R? kan p4 liknande sitt beskrivas med en

ekvation pa normalform: )
(9) n1T1 + NoZo + d=0 n=(n1,n2)
Hér 4r n = (ng,n2) linjens normal, vilket in- u

nebér att n dr en godtycklig vektor (# 0) som
ar ortogonal mot linjens riktningsvektor u. Om
X9 = (Zo1,Zo2) ar koordinaterna for en punkt pa
linjen sa ar d = —n - x(. Vi beskriver situationen i
en figur.

Vi ger tva exempel som handlar om plan i rummet. Det forsta beskriver hur man kan
finna normalen till ett plan med hjilp av kryssprodukt. Det andra handlar om ortogonal
projektion pa ett plan.

Exempel 3 Bestim ekvationen (i normalform) fér det plan som innehaller punkterna
(0,1,2),(1,2,3) och (3,2,1).

Det sokta planet maste innehalla vektorerna

u = (1,2,3)—(0,1,2) = (1,1,1),
v = (3,2,1)—(0,1,2) = (3,1,-1).

Som normal till planet kan vi darfor vélja

(‘1 1 1
n=—uxv =

|1 11
T3 1731

1 -1

D = (-2,4,-2).
Planets ekvation maste darfor vara av formen
—2x1 + 4.’L’2 — 2.’133 +d=0.

Eftersom (0,1,2) ligger i planet har vi =2-0+4+4-1—-2-2+d = 0 dvs d = 0. Planets
ekvation &r alltsa (efter division med —2)

$1—2$2+$3:O.

[l

Om man kinner en normal n till ett plan kan man berdkna den ortogonala projektionen
P av en given punkt @ i planet. Den ortogonala projektionen P &r den punkt i planet
som ligger ndrmast (). Figuren beskriver P och vi illusterar hur man kan berdkna P i ett
exempel nedan.
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Exempel 4 Vi beréknar den ortogonala projektionen av @ = (2,1, —3) i planet 2z + 2y —

z=0.

Vi borjar med att vélja en punkt P, i planet. Har kan vi ta Py = (0,0, 0). Som normal véljer
H

vi naturligtvis n = (2,2, —1). Om v =FPy,Q= (2,1, —3) s ar den ortogonala projektionen

av v langs n lika med

v-n 9

= n=:(22,-1)=(2,2,-1
P= " 5(22-1)=(22-1)

Darfor ar
_
P,P=v—-p=(2,1,-3)—(2,2,—-1) = (0,-1,-2)

Alltsa ar P = (0, -1, —2).

Linjira avbildningar pa R?

Det viktigaste begreppet i modern matematik dr funktionsbegreppet. Manga olika ord
anvinds som synonyma med ordet funktion, t.ex. avbildning, transformation, operation,
operator m.fl. Valet av ord avser att indikera “hur man ténker”. I geometriska ssmmanhang
ar orden avbildning och transformation de mest frekventa. Linjara transformationer &r
speciellt naturliga att arbeta med, eftersom saddan avbildar linjer pa linjer. (Det gor dven
sa kallade affina avbildningar. Mer om sadan funktioner kommer senare.)

Av tekniska skél 6vergar vi nu till att skriva vektorer i R? (och senare R?) som kolonnvek-

torer. En vektor i R? med koordinaterna x och y skrivs alltsé’t{ il i stéllet for (z1, z).
2

Definition 5 En linjér avbildning (transformation) 7' i R? &r en funktion (tillordning),
som till varje x € R? ordnar ett entydigt bestimt y = T'(x) i R?, s3 att

(10) T(cu—+dv) =cT(u)+dT(v)

for alla u, v i R? och alla reella tal ¢ och d.
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Med hjilp av egenskapen (10) kan man beskriva hur en linjir avbildning p4 R? maste se
ut. Om namligen

1
X = 1 =12 + X9 0 = ZTi1€1 + T2€9
X9 0 1

(11) T(X) = xlT(el) + ng(eg)

Denna formel visar att man kan berdkna 7(x) om man kinner

(12) a, = T(e;) = [ o } oy = T(ey) — [ a2 ]

21 A22

Vi infor nu 2 x 2-matrisen.

A =[a ag]z[“ﬂ “12]

a21 Q22

Denna matris kallas for (standard-)matrisen for T. Vi infér ocksd en multiplikation med
kolonnvektor, Ax, genom att sitt

Ax =[a; ay] [ Z ] = z1a1 + T2

Med tanke pé definitionen (11) av a; och ay s& ger formeln (10) nu att

(13) T(x) = Ax

Observera att linjira transformationer i regel avbildar linjer pa linjer. Om nimligen x &r
en punkt pa linjen ¢ : x = Xg + tu, sa ir bilden av x
y =T(x) =T (xo) +tT'(u)

Bilden av linjen genom x, med riktningsvektorn u &r siledes linjen genom 7'(xq) med
riktningsvektorn 7'(u). Hér forutsitter vi dock att T'(u) # 0! Pa liknande sétt inser man
att linjestycket mellan tva punkter avbildas i linjestycket mellan deras bilder.

Vi ger nagra exempel pa linjéra avbildningar.

Exempel 5 En viktig linjar avbildning ar rotation (kring origo). Givet en vinkel 0, kan vi
rotera vektorn x moturs vinkeln 6 (kring origo) och far da en ny vektor y = T'(x)
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Till exempel &r da (se figur) x

T(ez)

sin 6

T(er) = [ cos ]

)= [0 8]=[e] e

Det foljer att matrisen for T &r

cosf) —sind T(x)
sin 6 cosf

|

Exempel 6 Spegling i en rdt linje (genom origo) dr en annan viktig linjar avbildning. Lat
oss for enkelhets skull behandla spegling i z;-axeln.

Om S(x) ar spegelbilden av x har vi tydligen

sw-[ ] -[1 2][2] |

Matrisen for spegling i z;1-axeln ar saledes

1 0 S(x)
=[5 1]

Exempel 7 Lat T vara den linjira avbildning vars (standard-)matris ar
15 1
Sk
Vi vill undersoka bilden av kvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (1,1) och (0, 1). Uppenbar-

ligen &r
| ror=[ 7)1}

(kolonnerna i Al!). Eftersom 7'(0) = 0 och T'(e; + e3) = T'(e1) + T'(e;) avbildas kvadraten
pé parallellogram vars horn ar (0, 0), (1.5,0), (2.5,1),(1,1)

(0,1) (1,2) (:I_,l)ﬁ/ (2,5,1)
T

(1,0 (1.5,0)
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Sammansattning och matrismultiplikation

Sammanséttning av tva transformationer innebdr att man utfér transformationerna efter
varandra. Givet tva avbildningar 7" och S, sa kan vi forst utféra S och sedan 7'. Vi far da
sammansittningen 7" o S. Den definieras genom att man sétter

(T o S)(x) =T(S(x)).
Om T och S ir linjira avbildningar pa R? s& dr T o S en linjir avbildning pa R?, ty
T(S(cu+du)) =T(cS(u) +dS(u)) = I'(S(u)) + dT(S(u)).

Antag nu att 7" har (standard-)matrisen A och att S har matrisen B. Vi kan da berékna
matrisen for 7" o S. Antag namligen att

B = [b1 bg] dar b1 = S(el),bg = S(eg).
Da ar

(ToS)(e;) = T(S(e1)) =T(b;)=Ab,
(T oS)(e2) = T(S(ez)) =T(b2) = Ab,

Dérfor har T o S standardmatriser [Ab; Ab,]. Denna matris betecknas AB (produkten
av A och B), alltsa

Exempel 8 Antag

sa ar

medan

Observera att AB # BA.

Exempel 9 Standardmatrisen f6r rotation vinkeln 6 kring origo ar

sin 6 cosf

R, = [ cosf) —sind }
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Om vi forst roterar vinkeln @ och sedan vinkeln n blir effekten densamma som att rotera
vinkeln 7 + #. Sammanséttningen av tva rotationer (kring origo) ar darfor en ny rotation
och vi har att

R,Ry =R,y
dvs
| cos(n+0) —sin(n+6)
N [ sin(n+6)  cos(n—+6)
Man kan ocksa verifiera denna formel mot hjilp av additionsteoremen for sinus- och cosi-
nusfunktionerna.

[cosn —sinn] {cosﬁ —sinﬁ]

sinp  cosm sinf  cos#f

Bijektiva avbildningar och inverterbara matriser

For geometriska tillimpningar ar det viktigt att man kan “ta tillbaka” en given konstruk-
tion. Man kan sa att siga vilja gora transformationen ogjord. Detta &r mdjligt for till
exempel rotation kring origo. Om man har roterat en geometrisk figur med vinkeln 6 i
positiv orientering (moturs pa de gamla analoga klockernas tid) sa kan man aterstélla
den gamla figuren genom att rotera vinkeln —f# . Spegling i en linje kan atersillas med
en ny spegling i samma linje. I matematiskt sprakbruk talar man om transformationers
inverterbarhet och om dess invers.

Definition 6 En avbildning T fran R? till R? &r injektiv om olika punkter har olika bilder,
dvs
T(x) =T(y) medfor att x=y.

Avbildningen T &r surjektiv om varje y € R? ar bild av nagot (minst ett) x € R2.

En avbildning ar bijektiv om den dr bade injektiv och surjektiv. En bijektiv avbildning T’
har en invers T ! definierad genom att T~ '(y) = x ifall y = T'(x). Da giller

(15) THT(x)) =x, T(T"(y) =¥
for alla x och y. U

Om T #r en bijektiv linjdr avbildning si &r inversen 7! ocksa linjar. Om nimligen a =
T='(u) och b = T7!(v) s& giller u = T'(a), v = T(b). D4 ér cu + du = T(ca + db), vilket
ger

T 'cu+dv)=ca+db=cT*(u) +dl'(v)

Antag nu att T &r en bijektiv linjir avbildning med standardmatrisen A. Eftersom 7! ock-
s& dr linjar har T~ en standardmatris B. Av formeln (15) far viatt ABy = T(T '(y)) =y
och BAx = T 1(T(x)) = x for alla x och y. Dérfoér méaste kolonnerna i AB och BA vara
e; och ey, dvs

(16) AB—=1, BA-=1 dir 1:[(1) ‘”
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Definition 7 En kvadratisk A &r inverterbar om det finns en matris B siddana att (15)
ovan giller. Matrisen B kallas inversen till A och skrivs B = A~1.

Sats 2 Ldt T vara en linjdr avbildning pd R? med standardmatrisen

A=l

Da dr T biektiv da och endast da matrisen A dr inverterbar, vilket ¢ sin tur dr ekvivalent

med alt determinanten ;
a

det(A) = e d

‘zad—bc#o.

I sa fall dr

1 d —b
Al=
] N
och A~ dr matrisen for den inversa avbildningen T—'. Dessutom gdiller det(A™!) =
1/ det(A).

Bevis: Observera forst att

Antag att T #r bijektiv. D& kan inte alla talen a, b, ¢, d vara noll, ty i s& fall avbildas alla vektorer i R? pa
nollvektorn. Om nagot av talen a,b,c,d dr # 0, men ad — bc = 0, kan vi sétta x = [_ab] eller x = [cd].

D4 &r x # 0 men T'(x) = 0. Detta visar att om T &r bijektiv, s& &r ad — bc # 0.

For att visa den omvinda implikationen antar vi att ad — bc # 0. D& maste T vara surjektiv, ty om y &r

givet kan vi sitta
- 1 d -b
=T =
x=T0) = e | 4 ]y

En enkel kalkyl visar att T'(x) = y. Darfor ar T surjektiv. Samma, kalkyl visar att T(T(x)) = x for alla
x. Detta ger dven att T &r injektiv. Antag ndimligen att T'(u) = T'(v). Sétt d& x = u — v. D foljer att
T(x) =0ochu—v =x =T(T(x)) = T(0) =0, dvs u = v. Detta visar att om ad — bc # 0 sa &r
T &r bijektiv. Formeln for inversen foljer ocksa. Vi 6verlamnar till ldsaren att visa formeln fo6r inversens
determinant.

Exempel 10 Rotation kring origo ar en bijektiv linjar avbildning. Ty rotationsavbild-
ningens matris Ry har determinanten cos? + sin® # = 1. Man inser litt att

Rgl =R y,

eftersom R yRy = Rg = I. (Jfr exempel 2 ovan).

Vi avslutar med en hjilpsats, som vi bland annat behdver i det kommande avsnittet om
linjara avbildningar och areor.
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Lemma 1 Om A och B dr inverterbara, sa dr AB ocksd inverterbar och
(AB)'=B'A™!

Observera ordningen mellan matriserna © hoger led.

Bevis. Formeln for inversen foljer av att

ABB 'A'1=AA =B 'A'AB=B 'B=1I

Isometriska avbildningar och ortogonala matriser

En isometrisk linjir avbildning U fran R? till R? &r en avbildning som bevarar lingden av
varje vektor, alltsa

(17) U(x)] = |x]

for alla x i R?. Rotation kring origo ir ett exemepl pa en isometrisk avbildning, likasa
spegling i x—axeln. Féljande sats beskriver hur matrisen f6r en isometrisk avbildning méaste
se ut. Satsen visar ocksa att isometriska avvildningar &ven bevarar vinklar.

Sats 3 Antag att U dr en linjdr avbildning med matrisen U. Da gdller att U dr isometrisk
dd och endast dd kolonnerna i U dr ortogonala mot varandra och har lingden 1. (En sddan
matris kallas en ortogonal matris!) Vidare gdller

(18) Ux)-Uly)=x-y

for alla x och y. Det foljer att vinkeln mellan U(x) och U(y) dr densamma som vinkeln
mellan x och y.

Bevis. Genom att anvinda riknelagarna for skaldrprodukt visar man forst att

dx-y=(x+y) (x+y)-(x-y) (x-Yy)

dvs
(19) 4x-y =[x +y]>—x-y[

Om U éar en linjir isometrisk avbildning sa foljer da att

Wx)-Uly)=Ux)+Uy)* - Ux) -Uy)* =
=Ux+y))’ - Ux-y) =x+y] - [x—y[*=4x-y

Alltsa géller (18).
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Antag nu att U har matrisen

o

(S~
—

Om x = [;;] Yy = [g;] s& &r
U(x) = axy + bxs U(y) = ayy + bys
cx1 +dry |’ cy1 +dys |-
Darfor ar

U(x) - U(y) = (ax1 + bxz)(ays + by2) + (cx1 + dx2)(cyr + dy2) =
= (a® + ) z1y1 + (b* + d*)z2ys + (ab + cd)(z1y2 + 22y1)

Séledes galler (18) d& och endast d&
(20) A+ =1,0+d*=1,ab+cd=0.

Detta dr emellertid ekvivalent med att kolonnernai U &r ortogonala och har lingden 1, dvs U ar ortogonal.

Exempel 11 Rotationsavbildningen x — Ryx dr isometrisk. Avbildningen x — Ax med

e[ 4]

ar ddremot inte ortogonal (ty kolonnerna &r inte ortogonala).

Lemma 2 Om U och V dr ortogonala matriser sa dr produkten UV det ocksa.

Bevis. Antag att U = [u; up] och V = [vy v3]. D4 & UV = [Uv; Uvy]. Eftersom
UV1 -UV2 =V1-Vy =0
sd dr kolonnerna i UV ortogonala. De har ocksé ldngden 1 ty

Ullj'Ulljzllj'uj'Zl

Linjara avbildningar och areor

Lat T vara en linjir avbildning och P en parallellogram. Eftersom 7" avbildar linjestycken
pa linjestycken, s& kommer T att avbilda P pa en annan parallellogram @@ = T'(P). I den
foljande satsen undersoks forhallandet mellan areorna for P och Q).

Sats 4 Lat T vara en linjdr avbildning med standardmatris A och lat P vara en parallel-
logram. Dé ar Q@ = T(P) en parallellogram vars area dr

arean(P)| det(A)|
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Bevis. Om P har horn i punkterna pg, po + V1, Po + V1 + V2 och pg + vo och V = [vy, v3], si &r arean
av arean(P) lika med

arean(P) = | det(V)]

Bilden @ har hérn i qg, qo + Avy, qo + Avy + Avsy och qo + Avy dir qo = Apg. Darfor &r arean av
lika med

arean(Q)) = | det([Avy Avs]) = |det(AV)| = |det(A)|| det(V)| = arean(P)|det(A)|
Med hjalp av en (obehaglig men fullt genomférbar) rardkning kan man 6vertyga sig om att
| det(AV)| = | det(A)|| det(V)|

Dérfor far man att
arean(Q)) = | det(A)|| det(V)| = arean(P)|det(A)|

vilket visar satsen.

Transponerad matris

For varje matris A finns en transponerad matris AT ( A—transponat), som erhélles ur A
genom byte av kolonner mot rader och rader mot kolonner. Till exempel ar

i) <o) e [3] =1e 0
wm ] e[

sa ar produkten u’v definitionsméssigt lika med skalirprodukten u - v, alltsa

U1
ul'v = [ U1 Usg ] = UIV] + UV2
Vg

Dérfor giller exempelvis att u och v ir ortogonala om och endast om u?v = 0. Vidare &r
u”u = |u|?. Dirfér dr matrisen U ortogonal om och endast om

U'u=1

Linjira avbildningar i R?

En linjér avbildning 7" i R? &r en tillordning som till varje x i R?® ordnar ett bestimt
y =T(x) i R3 si att
T(cu—+dv) =cT(u)+dT(v)
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for alla u, v € R3. P4 samma siitt som i planet kan vi till varje linjir avbildning ordna en
(standard-)matris A. Om vi sétter

a; =T(e1), ap =T(eq), a3 =T (e3)

s& ar
(21) T(X) = x1a; + Toaz + T3as.

Vi infor da 3 x 3-matrisen A genom

aip a2 ais
A= [al as 33] = G21 Q22 (23
[ az1 Qas2 G3z3 J

och har da, enligt (21), att
T(X) = Ax = Tr1a1 + Toao + T3as.

Pa samma sédtt som i planet kan vi bilda sammanséittningen av tva linjara avbildningar,
varvid deras standardmatriser multipliceras. Man har

AB == A[b1 b2 bg] == [Ab1 Abg Abg]

Definitionen av injektiv, surjektiv och bijektiv avbildning dversitts utan dndring till R3.
Vidare giller att T" ar bijektiv da och endast da A &r inverterbar, vilket &r ekvivalent med
att kolonnerna i matrisen A inte ligger i samma plan. Det dr ocksa mojligt att hitta en
explicit formel fér den inversa matrisen A~!, men vi avstar fran att reproducera denna
formel.

Definitionerna av isometrisk avbildning och ortogonal matris 4r desamma som i R? och
sats 4 giller utan dndringar i formuleringarna. Lemmorna i féregaende avsnitt giller ocksa
for 3 x 3-matriser. Den sista satsen om arean av en parallellogram galler om begreppet
area byts ut mot volym och parallellogram mot parallellepiped. Om A = [a,] s& dr den
transponerade matrisen AT = [ay,].

Punkttransformationer och koordinattransformationer

Vi har hittills arbetat med transformationer av planets eller rummets vektorer. Eftersom
varje vektorer kan uppfattas som koordinatvektor for en punkt ger varje avbildning de-
finierad pa planets eller rummets vektorer upphov till en transformation av planets eller
rummets punkter. Lat ndmligen T vara en transformation definierad pa vektorer, sa att vi
till varje vektor x har ordnat en vektor y = 7'(x). Vi kan da till punkten P entydigt ordna

— —
en punkt (), definierad genom att OQ= T(OP). Vi skriver da ) = T'(P).
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Vi kan ocksa ga den omvénda vigen. Givet en transformation S definierad pa planets eller
rummets punkter kan vi definiera en transformation definierad pa vektorer genom att till

— —
vektorn x =OP ordna vektorn y =0Q om @Q = S(P).

Lat oss som ett exempel ta den avbildning S, som till punkten P ordnar dess spegelbild
Q = S(P) ilinjen 21 + x5 = 1.

Q=S(P)

Denna ger upphov tlll en avblldnlng av planets vektorer genom att vektorn x avbildas pa

vektorn y dir x OP och y OQ Denna avbildning kan beskrivas analytiskt med hjilp
av sambandet

y1= 1—mx

Yo= 1—m
eller med matrisbeteckningar

y = Ax+b, dir A:[—(l) _é},bz[l}

Vi tillater oss hér att skriva S(x) = Ax + b.

Vi kan saledes omvixlande tala om den geometriskt definierade punkttransformationen
P—Q=5(P)

eller den analytiskt definierade koordinattransformationen
x—y=Ax+Db

Mot varje punkttransformation svara saledes en koordinattransformation (i ett givet koor-
dinatsystem). Omvént svarar mot varje koordinattransformation en punkttransformation.



