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7 Differentialgeometri

Under 1600-talet anvindes den da nya infinitesimalkalkylen (differential- och integralkal-
kylen) till att studera kurvor. Dessa undersckningar utvidgades senare till studiet av ytor.
Gauss publicerade 1827 en stor undersdkning av ytor, i vilken han bland annat inférde
matt pa ytors krokning. I mitten av 1800-talet lade Riemann grunden for ett nytt sétt
att uppfatta geometri. Man kan kanske siga att differentialgeometrin dr var tids geometri.
Denna text ar en kortfattad introduktion till ett mycket omfattande dmne.

Plana kurvor

En funktionskurva beskrivs av en funktion f, definierad pa ett intervall /. Kurvan bestar
av alla punkter (z,y) dir y = f(z) och dir x varierar 6ver intervallet I. Manga intressanta
kurvor kan inte beskrivas pa detta siatt. Exempelvis ir en cirkeln inte en funktionskurva.
En cirkel med radien R och medelpunkt i origo kan istéllet beskrivas med ekvationen

$2+y2=R2

De punkter (z,y) som uppfyller denna ekvation har ju egenskapen att avstandet till origo
ar /x2 + y2 = R. Har har man alltsa beskrivit kurvan med en ekvation av formen

flz,y) =k
dar k£ ar en konstant.

I denna text skall vi huvudsakligen beskriva kurvor pa ett tredje sitt. Vi definierar en plan
kurva med hjilp av tva funktioner ¢ — z(t) och ¢ — y(t), dir ¢t varierar 6ver ett intervall
1. Vi séger att kurvan ar given i parameterform. Ett enkelt exempel dr en rit linje:

{ z(t) = a+ta
y(t) = b+1p

dér t € R. Detta &r ekvationen for en rét linje genom (a,b) med riktningsvektor (o, 3).
Cirkeln med centrum i origo och radien R kan beskrivas i parameterform pa foljande satt:

{ z(t) = Recos(t)
y(t) = Rsin(t)

dar 0 <t < 27.
Tangenter och normaler

Lat nu en plan kurva vara given i parameterform genom

t—r(t) = (2(t),y(t))
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dér ¢ varierar 6ver ett intervall I. Man kan tdnka pa ¢ som tid och r(¢) som positionen vid
tiden ¢ av ett "punktformigt” foremal. I sa fall representerar derivatan r'(¢t) = (z'(¢),y'(t))
hastigheten hos foremalet. Hastigheten &r en vektor, som anger firdriktningen i punkten
P = r(t), medan beloppet |r'(t)| &r foremalets fart. For att inte binda vara associationer
till rorliga foremal och deras banor, foredrar vi att kalla r'(¢) for kurvans tangentvektor
i punkten P. Vi forutsiatter da att r'(¢) # 0. I fortsdttningen skall vi enbart behand-
la kontinuerliga kurvor vars tangentvektor existerar i varje punkt och dessutom varierar
kontinuerligt (s.k. glatta kurvor).

Om man kinner kurvans tangentvektor u = r'(¢y) = (2'(t9),y'(¢9)) i en viss punkt r(ty) =
(%9,Y0) sd kan man bestimma kurvans tangent, dvs linjen genom (z¢,yo) med riktnings-
vektor u, alltsa linjen

{ r = xo+tx'(to)
y= o+ ty(t)

Den linje som gér genom (g, yo) och som &r vinkelrdt mot tangenten kallar vi normallinjen.
For att finna normallinjens ekvation behover vi en normal till kurvan, dvs en vektor v som
ar vinkelrdt mot tangentens riktningsvektor u. Vi kan till exempel vélja

v = (=9 (to), '(t0))

eftersom v
u-v=21(to)(=y'(to)) +¥'(to)z'(t) =0 1 tangent
r(ty)
Normallinjens ekvation dr alltsa
normallinje

{ T= zo—ty(ty)

y = yo+tx'(ty)

Exempel 1 En cirkel med centrum i origo och radien R kan beskrivas med parameter-
framstéllningen r(¢) = (Rcost, Rsint) dir 0 < t < 27.

Cirkeln har tangentvektorn
u=r'(t) = (—Rsint, Rcost)

Normallinjen genom punkten r(¢) har da riktnings-
vektorn
v = (—Rcost, Rsint)
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Normaler och tangenter till kurvor pa formen f(z,y) =k

For kurvor givna pa formen f(z,y) = k kan det vara littare att férst finna en normal och
sedan bestimma tangenten. Antag att kurvan f(z,y) = k har parameterframstéllningen
t— (z(t),y(t)). Da géller

fla(t),y(t) =k

for alla t i ett intervall I. Deriverar vi detta samband far vi (med hjélp av kedjeregeln)

of , of .\
G (1) + G/ (1) =0
for alla t. Detta innebar att
of 8_f

! !
'l . =0
R ONERY
Alltsa ar vektorn
of of
g = (_’ _)
ozr’ Oy
ar ortogonal mot tangentvektorn (z',y'). Vektorn g kallas gradienten for f och ar alltsa en
normal till kurvan.

Exempel 2 Precis som i exempel 1 betraktar vi cirkeln med centrum i origo och radien
R. Dess ekvation ar
22442 = R?

Hir ér f(z,y) = 22 + 32 och gradienten &r

g = (27,2y)

Vektorn (2z, 2yo) ér saledes en normal till kurvan (-2y,2X)
i punkten (zg,yo). Darfor dr tangentens ekvation ’ (2x,2y)

2xo(x — x0) + 2yo(y — yo) =0 (xy)

En tangentvektor ar (—2yo, 2x¢) (kontrollera).

Vinklar mellan kurvor

Antag att vi har tva kurvor som passerar en viss punkt (zg, ). Vinkeln mellan kurvor-
na defineras da som vinkeln mellan kurvornas tangenter i punkten. Alternativt kan man
definera vinkeln mellan kurvorna som vinkeln mellan kurvornas normallinjer-det ger ju
samma resultat.
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Om p och q dr tangentvektorer till respektive kurva sa galler for vinkeln o mellan dem att

pP-q
COSox = ———
P/l

Exempel 3 Vi vill berikna vinkeln mellan linjen y = k(z — 1) och cirkeln 2 + y? = 11
den gemensamma punkten (1, 0).

Losning 1: Hir berdknar vi kurvornas tangentvektorer i den givna punkten och bestammer
vinkeln mellan dem.

Cirkelns ekvation i parameterform ar
ri(t) = (cost,sint)
Hér ger t = 0 den gemensamma punkten (1,0). Tangentvektorn i denna punkt blir
p = (—sin0,cos0) = (0, 1)
Linjen beskrivs till exempel med
r2(s) = (s, k(s — 1))
Héar ger s = 1 den gemensamma punkten. Tangentvektorn ar
q=(1,k)
Vinkeln o« uppfyller darfor sambandet
(0,1)-(1,k) k

Cosx = =

1-VI+k I+

Losning 2: Hir bestdmmer vi vinkeln mellan kurvornas normaler i den givna punkten. Vi
beskriver da cirkeln med hjilp av ekvationen z2 + y? = 1.

Gradienten till cirkeln dr v; = (2z,2y) = (2,0) i punkten (z,y) = (1,0). Linjens ekvation
kan skrivas kx — y = k sa linjens normal &r vy = (k, —1). Vinkeln o mellan kurvorna ges

darfor av sambandet
(2,0) - (k,—1) k
COSox = pry

WK1 V1+k




91

Baglingd och krokning

Vi har en kurva ¢ — r(t) dir ¢ € I. Kurvans bdglingd definieras da som integralen

(1) /I|r'(t)|dt.

Denna formel ges med férdel en "infinitesimal” motivering i nedanstaende figur.

Har ar ds det infinitesimala "bagelementet”, definierat genom

(ds)” = (dz)* + (dy)*

Sétter vi in dx = 2'(t)dt, dy = y'(t)dt sa far vi ds
(ds)? = (('(t))* + (y'())*) (dt)* d.v.s. x
! Xm

ds = |r'(t)|dt
Baglingden #r da integralen [ 7 ds.

En mera stringent motivering for formeln (1) involverar approximation av kurvan med
polygon, i kombination med medelvirdessatsen och grénsvirden av Riemannsummor.

Om vi tdnker pa en kurva som banan for ett rorligt foremal, sa kan vi beskriva rérelsen pa
tva naturliga sitt. Det ena ar att ange vid vilken tidpunkt ¢ som féremalet befinner sig i
en viss punkt P pa banan. Vi har da ¢ som "parameter”. Det andra sittet ar att ange den
stricka s som foremalet har firdats lings banan nir den natt fram till punkten P. Vi har
da baglingden s som parameter. Sambandet mellan s och ¢ ar

s(t) = / () dr

d
Eftersom d—j = |r'(¢)| > 0 (om kurvan &r glatt) si dr s = s(¢) en kontinuerlig och stringt

vixande funktion av ¢. Dess invers ¢t = t(s) ar da ocksd kontinuerlig och stringt vixande

med derivatan
dt 1

s |r'(2)]

Genom att sitta r(s) = r(¢(s)) infor vi baglangden som parameter.

For att skilja pa derivator med avseende pa t och med avseende pa s, anvinder vi oss
av foljande konvention. Derivator med avseende pa ¢ betecknas med ' (t.ex. r’), medan
derivator med avseende pa s skrivs - (t.ex. ). Vi har d& exempelvis

de _dvit _ 1 _ ¥
ds dtds

]
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Detta innebér att © har lingden 1, d.v.s. att t = ©(s) ar kurvans enhetstangent i punkten
P =r(s). Eftersom t har lingden 1 méste vi kunna skriva t = (cos ¢, sin ¢).

Vektorn
n = (cos(¢ + 5),sin(¢ + 3)) = (—sin 6, cos ¢) t

ar ortogonal mot t och kallas kurvans enhetsnor-
mal.

Om vi forflyttar oss langs kurvan kommer enhetstangenten t = (cos ¢, sin ¢) att variera.
Vinkeln ¢ beror med andra ord pa s (och ¢). Fordndringshastigheten hos ¢ ar ett matt pa
hur mycket kurvan bojer sig. Talet

2) k==

kallas dirfor kurvans krokning. Observera att om t = (cos ¢, sin ¢) sa &r t = (—sin ¢, cos (ﬁ)(ﬁ,
d.v.s.
(3) t = kn.

Exempel 4 Lat kurvan vara en cirkel med radien R. D& ar r(t) = (a,b) + R(cost,sint),
dér (a,b) &r cirkelns medelpunkt och 0 <t < 27. Da ar s’ = |r'(¢)| = R, d.vss. t = 1/R.
Enhetstangenten ar saledes

1
t=1= r'ﬁ = (—sint, cost) = (cos(t + g),sin(t—k g))

Detta ger enhetsnormalen n = (cos(t + ), sin(t + 7)) t
d.v.s.
n = —(cost,sint). n

Eftersom t = t'% = —(cost,sint)% far vit = &n, d.v.s.

K= —.
R

Krokningen ér alltsé lika i alla punkter och lika med det inverterade virdet av radien. (Den

negativt orienterade cirkeln har motsvarande negativa krékning! O

Definition 1 Lat P vara en punkt pa en godtycklig kurva.
Krékningscirkeln C' ar den cirkel genom P vars radie (kréknings- =
radien) & R = 1/k och vars medelpunkt K (krékningscentrum)
uppfyller sambandet

—  —
OK=0OP +Rn.

Krokningscirkeln dr den cirkel genom P, som nédrmast ansluter sig
till kurvan
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Det finns en stor mingd intressanta kurvor som har studerats genom arhundradena. I den
grekiska geometrin studerades bland annat kégelsnitt (ellips, parabel, hyperbel). Studiet
av dessa kurvor aterupptogs pa sextonhundratalet med den tidens nya hjidlpmedel och en
lang rad nya kurvor kom till. Vi ger hér ett enda exempel.

Exempel 5 [Slapkurvan, traktrix| Ett R meter langt snore dr fist vid ett féremal. En
person slipar foremalet genom att dra i snoret. Till en bérjan befinner sig foremalet i
punkten (—R,0) och personen i origo. Féremalet slépas utmed positiva y-axeln. Den kurva
foremalet foljer kallas sldpkurvan. Ur figuren far vi fram tangentens lutning. Detta ger

y d_y _ A /R2 _ Z.Z
de x
Eftersom
dy 2
(ds)? = (dz)? + (dy)* = (1 + (£> )(da:)2
n t o
\ far vi
2 _ R? —z? 2 _ 5 (dz)?
X (ds) —(1+ 2 >(dx) =R -

d.v.s

X dx

('R,O) ds = R?

Det ar inte svart att berdkna slapkurvans krokning. Enhetstangenten maste vara t = (z,v/R? — z2)/R och
dess enhetsnormal ar dérfér n = (—v/R? — 22,z)/R och

. t 1
t_d da:_(l’_ x ) T _ x (—VRE—22,2)

T drds R-22) B2 RJRE—-2°R
varav
=T
RVRZ — 32

Kurvor 1 rummet

En rymdkurva beskrivs med hjilp av en funktion ¢ — r(t) dér r(t) = (z(¢),y(¢), 2(t))
och t varierar i nagot intervall I. Tangentvektorn r'(¢) definieras som i R? med hjilp av
koordinatvis derivation alltsa

Baglingden av en rymdkurva definieras som f6r plana kurvor. Baglingden ar

/ds, dar ds = |r'(¢t)|dt
I
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Exempel 6 Parallellcirklar pa en sfar dr exempel pa kurvor i rummet. Lat oss anta att
sfaren har medelpunkt i origo och radien 1. Vi kallar denna sfir for enhetssfiren. En punkt
pa sfiren kan beskrivar med sin latitud (breddgrad) € och sin longitud (lingdgrad) ¢.
Punktens koordinater ar

(x,y, z) = (cos(#) cos(¢), cos(f) sin(¢), sin(h))

Hér varierar ¢ och 6 i intervallen —m < ¢ < 7w och —7/2 < 6 < 7/2. Punkterna pa en
parallellcirkel har samma breddgrad 6 = 6,. Det betyder att parallellcirkeln kan beskrivas
med parameterframstéllningen

¢ — (cos(By) cos(@), cos(by) sin(e), sin(hy)), —7m < ¢ <

Hér ar alltsa ¢ var parameter. Derivation med avseende pa ¢ ger tangentvektorn

p = (— cos(by) sin(¢), cos(by) cos(¢), 0)

Eftersom |p| = cos(fp) s& &r parallellcirkelns baglingd (omkrets)

/ ds = 2w cos(bp)

Exempel 7 Meridianerna pa enhetssfiren ar kurvor som forenar punkter med samma
longitud ¢ = ¢y. En meridian ges alltsa av parameterframstéllningen

0 — (cos(8) cos(¢y), cos(f) sin(dy), sin(F)), —7/2 <0 < x/2
En tangentvektorn q far vi genom att derivera med avseende pa parametern 6:
q = (—sin(@) cos(¢y), — sin(f) sin(¢), cos(h))

Bagléangden av en godtycklig meridian ar naturligtvis 2.

Exempel 8 [Skruvlinjen|

Vi betraktar kurvan
t — (acos(t),asin(t), ct)

dir —oo < t < 00. Om z = acos(t), y = asin(t) och
z = ct s giller (for alla t) att 22 + y? = a?. Detta
innebar att kurvan ligger pa en cylinder sa som figuren
forsoker visa.

En tangentvektor till skruvlinjen ar

(—asin(t),acos(t), c)
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Vinklar mellan kurvor i rummet

Lat tva kurvor r = ry(t) och r = ry(s) vara givna. Hir &r ¢ och s parametrar, s ar inte
nodvandigtvis bagldngden! Antag att kurvorna har en punkt ry gemensam. Da definieras
vinkeln « mellan kurvorna (i den gemensamma punkten), som vinkeln mellan kurvornas
tangentvektorer i punkten. Om vi alltsd antar att

P =ri(to), a=r5(so)
dar rq(tg) = ra(sg) = ro, s ges vinkeln o av sambandet

_Pq

<0s(@) = 1oT7q

Exempel 9 Meridianer och parallellcirklar pa enhetssfaren ar ortogonala. Vi visar det hér
genom att anvinda formeln ovan. Betrakta alltsd den parallellcirkel och den meridian som
gar genom den punkt pa enhetssfiren som bestidmms av latituden # = 6y och longituden
¢ = ¢. Parallellcirkelns tangentvektor ar (se exempel 6 ovan)

p = (— cos(fy) sin(¢y), cos(by) cos(¢y), 0)

Meridianens tangentvektor ar da (se exempel 7)

q = (—sin(fp) cos(¢y), — sin(fy) sin(¢), cos(hy))

V1 ser att

p-q= (—cos(fp)sin(¢pg))(— sin(fy) cos(¢p)) + cos(by) cos(¢g) (— sin(bp) sin(4)) = 0

Alltsa ar p och q ortogonala.

Exempel 10 Vi skall hir visa hur man kan bestimma vinkeln mellan en godtycklig kurva
pa enhetssfaren och en parallellcirkel. En godtycklig kurva pa enhetssfaren kan beskrivas
med hjilp av tva funktioner ¢ = ¢(t) och § = 6(t), dér ¢ varierar Gver nagot intervall. Om
vi tdnker pa t som tid, sa beskriver vi alltsd kurvan genom att ange longitud och latitud
for kurvans punkter vid olika tidpunkter. Kurvan ar saledes

t — r(t) = (cos(6(t)) cos(p(t)), cos(6(t)) sin(p(t)), sin(0(t)))

Om man vill bestimma vinkeln mot en meridian maste man derivera hoger led. Man far
da tillimpa riakneregler for derivation av en produkt och derivation av en sammansatt
funktion. Satter man

0o = 0(to), do = o(to)

och
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p = (—cos(fy) sin(¢y), cos(by) cos(¢y), 0)
q = (—sin(f) cos(¢o), — sin(fy) sin(¢), cos(hy))
sa far man tangentvektorn
r' =r'(tg) = ap + bq, dir a=4¢'(t), b=0(t)

Vi vill nu berdkna vinkeln o mellan den kurvan och parallellcirkeln § = 6. Enligt exempel
6 har parallellcirkeln tangentvektorn p. Darfor &r

r.-p
©0s(2) = 1]

Nu ar
r-p=ap-p+bq-p=acos?(fpy)

eftersom q - p = 0 och p - p = cos?(). Vidare ar
iv'|> = a®|p|* + b*|q|® = a® cos*(0) + b
eftersom q - p =0 och q-q = 1. Alltsa ar

_ a cos(fy) . o L
cos(a) = Va0 (00) T diar a = ¢'(ty), b=6(ty)

Konforma och ytriktiga kartor

En plan karta av enhetssfaren ér en avbildning som till varje punkt pa enhetssfiren (eller
eventuellt en del av den) ordnar en punkt (X,Y") i planet. Om vi beskriver punkterna pé
sfaren med sin latitud # och sin longitud ¢, sa betraktar vi X och Y som funktioner av ¢
och 6, alltsa

X =X(4,0), Y=Y(6,0)

Parallellcirkeln € = 6, avbildas exempelvis pa kurvan

¢ = (X(d)) 00): Y(QS, 00))
Genom att derivera kan vi berikna en tangentvektor i punkten ¢ = ¢o. Man far tangent-
vektorn
0X oY
u= (250
¢ " 09
dér derivatorna skall berdknas i punkten (¢g,6p). Pa liknande sétt avbildas meridianen

¢ = ¢ pa kurvan
0 — (X(0,0),Y (¢0,0))
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Denna kurva har tangentvektorn
0X oY

00’ 00 )

Eftersom parallellcirklar och meridianer skir varandra i under rat vinkel sa maste en kon-
form (vinkelriktig) karta ha egenskapen att deras bilder ocksa skidr varandra under rét
vinkel. Om kartan ar konform sa giller alltsa att u - v = 0. Detta villkor ricker emel-
lerid inte for att garantera att bilden av tva godtyckliga kurvor har samma vinkel som
motsvarande kurvor pa sfaren. Foljande sats beskriver vad man ytterligare maste kréva.

v=(

Sats 1 En kartprojektion (¢,0) — (X(6,0),Y(4,0)) dar konform om och endast om
u-v=0, u-u=v-vcos(f)

for alla ¢ och 0. Hér dr
ox ov, X o,
0’ 0¢ "’ 00’ 00

u=(

Bevis: Ett nddvindigt och tillriackligt villkor for att en karta &r konform &r foljande: Om en kurva pa
sfaren bildar vinkeln a mot en parallellcirkel, s& kommer kartbilden av kurvan att bilda samma vinkel «
mot bilden av parallellcirkeln. Vi undersoker nu vad detta villkor ger.

Lat alltsd ¢ = ¢(t) och § = 8(t) definera en kurva péd enhetssfiren. Sitt ¢g = ¢(tg) och 8y = 6(ty) och
a = ¢'(tg), b = 0'(tp). Enligt exempel 10 uppfyller vinkeln & mellan kurvan och parallellcirkeln 6 = 6,

sambandet
acos(fp)

a? cos?(6g) + b2

Nu skall vi bestimma ett motsvarande samband for vinkeln 8 mellan bilden av kurvan och bilden av
parallellcirkeln och sedan se vad som krivs for att a = 8. Bilden av kurvan ar

t = (X(4(1),0(2), Y (¢(1),0(1))

Genom att derivera finner vi att en tangentvektor &r au + bv. Vi har darfor att

cos(a) =

_ (au+bv)-u
cos(8) = |au + bv||u]

P& en konform karta maste vi har u- v = 0. D4 giller
(au+bv)-u=au-u

och

2

lau +bv]? = a®u-u+b’v-v

Alltsa &r
alu]

vatu-u+b3v-v

Genom att kvadrera ser man nu enkelt att villkoret cos(a) = cos(8) ar ekvivalent med att

cos(f) =

u-u=v-vcos’(f)
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Vi 6vergar nu till en diskussion om ytriktiga kartor. En ytriktig karta har egenskapen
att forhallandet mellan areorna av tva omraden pa sfaren dr detsamma som férhallandet
mellan areorna av deras bilder. Detta innebéar att det finns en proportionalitetskonstant
k sd att A = ka, dir a 4r arean av ett omrade (vilket som helst) pa sfiren och A &r
arean av kartans bild av omradet. For att forsta vad detta innebér racker det att jamfora
“infinitesimala” omraden pa sfiren med dess b ild.

Figurens infinitesimala omrade har arean
qde
da = |p X q|dpdb

dar p ar tangentvektorn fér en parallellcirkel och q ar

- pd
tangentvektorn for en meridian. (Se exempel 10.) ¢

Nu ar
p x q = (cos?(0) cos(¢), cos®(6) sin(¢), cos(f) sin(#))
Detta ger
Ip X a| = cos(0)

Pa liknande sétt ar arean av kartan bild lika med arean av den parallellogram som bestdms
av vektorerna ud¢ och vdf, dvs

0X oY o0XoY

dA = | ——— — ———|d¢db
‘aqﬁ 00 00 8¢‘ ¢

Vi kommer pa detta sétt fram till f6ljande sats.

Sats 2 En kartprojektion (¢,0) — (X (9,0),Y(9,0)) dr ytriktig om och endast om det
finns en konstant k sd att

OX OV OXOV) 1 os(6)
a6 90 90 ap | P

for alla ¢ och 6.

Kurvor pa ytor

En yta i rummet definieras med hjilp av en funktion av tva parametrar u, v, alltsa
(U, U) = X(U, U) = (xl (U, U)a iL'Q(U, U)a *7;3(“’ U))

Hir varierar (u,v) i ett omrade Q i R?. En kurva vars alla punkter tillhér ytan kallas en
kurva pd den givna ytan. Om P = x(ug, vy) ar en given punkt pa ytan si gar genom P tva
sa kallade parameterkurvor namligen kurvorna

u > x(u,vg) och v x(ug,v).

Parameterkurvorna dr exempel pa kurvor pa den givna ytan.
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Parameterkurvornas tangenter ar

ou’ Ou’ Ou

ov’ Ov’ Ov

= (8:101 0xo 83:3)’ .

(83:1 0%y 8:103) '

Om x, # 0 och x, # 0 i punkten P = x(u,v) s& bestimmer x, och x, ett plan genom P,
tangentplanet i P.

En godtycklig kurva pa ytan beskrivs av tva funktioner v = u(t),v = v(t). Kurvan &r
t — x(u(t),v(t)). Dess tangentvektor ar (enligt kedjeregeln) x,u’ + x,v'. Bagelementet
langs kurvan ar ds = |x,u’ + x,v'|dt, vilket ger

dsy 2
(d_j> = (%X, + X,0) - (Xt +%x,0") = = (% - %) (0)? + 2%, - X,u'V + %, - X, (V)2

Vi skriver detta samband

(ds)? = E(du)® + 2Fdudv + G(dv)?
dar da

EF=x, -x,F =%, -%x,,G =X, - X,.

Vektor x, X x, dr normal till tangentplanet. Dess lingd dr arean av den parallellogram
som spanns upp av X, och x,, d.v.s. vV EG — F2. Vektorn

Xy X Xy
vD '’

ar darfor en enhetsnormal till tangentplanet.

D = EG — F?

n—
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Om vi nu skir var yta med olika
plan som innehaller enhetsnorma-
len n, kommer vi fa en skara av
kurvor genom den givna punkten
P. Var och en av dessa kurvor har
en viss krokning i P. Om planet
innehaller vektorn t i tangentpla-
net far vi en viss kurva y pa ytan.
Dess krokning kallas ytans nor-
malkrékning i riktningen t.

/
|
Epd

Y

Normalkrokningen beror pa vilken riktning man valt. Man kan visa att det finns tva ex-
tremvérden (ett minsta och ett storsta) x; och ks som normalkrékningen i en punkt kan
anta. Med hjélp av dessa definierar man sedan ytans medelkrékning genom

1
M = §(I£1 + Ka).

Ytans totalkrokning (Gauss-krokning) ges av
K = KRi1K2.

Totalkrokningen kan berdknas med hjilp av enbart E, F,G och dess derivator. Detta ar
en foljd av Gauss berémda sats som han kallade Teorema egregium (d.v.s. den ypperliga
satsen). Medelkrokningen spelar en roll i samband med s.k. minimalytor (sdpbubbleytor).

De viktigaste kurvorna pa en yta n
ar de geodetiska kurvorna. Dessa
svarar mot de réita linjerna i ett
plan. En kurva &r geodetisk om
det i varje punkt giller att kur- P
vans ortogonala projektion i tan-
gentplanet har en krokning i tan-
gentplanet som ar noll. geodet

] t krékning 0 P

Givet en punkt P och en riktning t, s gar genom P precis en geodetisk kurva i riktningen
t. Diaremot giller det inte alltid att det genom tva olika punkter P och () pa ytan, gar
precis en geodetisk kurva. Det giller till exempel inte pa sfiren om P och @ ligger pa en
diameter. En geodetisk kurva som sammanbinder P med () beh&ver inte nédvandigtvis ha
kortast baglingd, men om en kurva som sammanbinder P med () har kortast lingd sa ar
kurvan geodetisk.
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Rotationsytor

I fortsdttningen inskrinker vi oss till 3
att behandla sa kallade rotationsytor.
En sadan erhalles genom att man later
en given kurva rotera runt en axel. Vi P
later denna axel vara x3-axeln och téan- C
ker oss att den givna kurvan definieras

av en funktion f(r), dar r genomloper

ett intervall I. I figuren &r

P = (rcosg,rsing, f(r))

f(r)

Hér anviander vi alltsd parametrarna r —
och ¢.

Med x = x(r, ¢) = (rcos ¢, rsin ¢, f(r)) far vi

x, = (cos ¢,sin @, f'(r))xy = (—rsin @, r cos ¢, 0)

Detta ger E = x, - x, = 1 + (f'(r))?, F = x, - x4 = 0 och G = x, - x, = r?. Hér ar alltsa
parameterkurvorna ortogonala (eftersom x, - x4 = 0). Detta ger att

(ds)” = (1+ (f'(r))*)(dr)” + 1*(d)’

Sats 3 Rotationsytans totalkrokning dr

()
K=—"m

dar
E=1+(f(r)>2

Ytans medelkrékning dr

M= (V8

Bevis: For att bestimma enhetsnormalen observerar vi att
X, X Xy = (—rf'(r)cos ¢, —rf'(r) sin ¢, 7).
Eftersom D = EG — F? = r?(1 + (f'(r))?) far vi enhetsnormalen
1

0= S 8.~ @)1,

n=—X, XX

vD
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Lat nu t vara en enhetsvektor i tangentplanet. Den kurva - som skiirs ut av planet som bestdms av t och
n har t som tangentvektor och n &r kurvans normal i det valda planet. Krokmngen Kn hos v ges dérfor av
t = k,n. Derivation av sambandet t - n = 0 ger att t-n+t-n=0,dvs. t-n=—-t-n=—k,n-n=—x,.
Vi far alltsa

Fon = —t -1 = —(X,7 + X40) - (0, F + ng).

Att rékna ut produkten i hoger led kraver enbart ett visst talamod. Man far 1att att

Xp Ny =X¢-Np =0, X, -Np = —€, Xy Xp = —9g
dér
)
VE T VE
Detta ger
fn = ef)? +9(9)? = ZE()? + £G(9)?
Eftersom

E@#)? +G($)? =1, (ds)? = E(dr)? + G(d¢)?

ser vi att extremvérden for k,, ir k1 = e/E och k2 = g/G. Detta ger f6ljande uttryck for totalkrokningen
resp. medelkrokning

e 1 1/e
KZRU‘QZE éM— (Ii1+l'€2) (E-l-%)
Stoppar man in uttrycken for E, G, e, g far man satsens formler
Exempel 11 En sfar kan uppfattas som en rotationsyta.
X
3

Sfaren med centrum i origo och radien R kan
uppfattas som en rotationsyta definierad av
funktionen

f(r)y=+vR?2—72,0<r<R f(r)

Parameterkurvorna dr sfirens meridianer (¢
konstant) och parallellcirklar (r konstant). r X
Man finner att

1

Exempel 12 |Pseudosfiren| Den rotationsyta man far om man roterar slipkurvan kallas
pseudosfaren.



Hér har funktionen f alltsa egen-
skapen

RZ — 2
, —
pry ===
Vi far da att Gausskrokningen ar
1

Det innebér att pseudosfiren &r
en yta med konstant negativ
krokning, (analogt med sfiren
som har konstant positiv krok-
ning). Pseudosfiaren anvindes av
Beltrami som modell fér den hy-
perboliska geometrin.

103



