1 Geometriska bilder av varlden

I rubriken kan ordet “varlden” sta for olika saker. Det kan betyda tavlan plan, jordklotet,
universum, den materiella virlden, en kemisk molekyl, Sveriges kustlinje osv.

Ordet “bild” skall uppfattas som synonymt med “beskrivning”. En “geometrisk bild” &r da
en abstrakt beskrivning med hjilp av geometriska begrepp, t.ex. punkt, linje, triangel,
vinkel, avstand, area m.fl.

En och samma verklighet kan forstas beskrivas pa manga olika sétt, beroende pa vad man
vill framhéva. Det finns darfor ocksa olika geometriska beskrivningar, eller om man sa vill,
det finns olika geometrier for en och samma “virld”. Euklides geometri dr ett exempel pa
en geometrisk beskrivning av tavlans plan, men det finns andra (likformighetsgeometri,
affin geometri). Dessutom finns olika geometrier for olika "varldar”.

Det &r detta som dessa foreldasningar handlar om: olika geometrier, deras grundliggande
siardrag och skillnader och i nagon man, deras historiska bakgrund.

Forsta kongruensfallet i Euklides geometri

Som en utgangspunkt for en senare diskussion om vad geometri &r och férhallandet mellan
geometri och verkligheten skall vi nu diskutera en grundliggande sats ur den Euklidiska
geometrin, ndmligen det forsta kongruensfallet.

Tva trianglar &r givna, den ena med horn i punkterna A, B, C' och den andra med hérn i
A’ B',C". Sidorna som star mot hérnen B respektive B’ ar lika. Detsamma géller sidorna
som star mot hornen C respektive C’. Dessutom dr vinklarna vid A och A’ lika. Da siger
det forsta kongruensfallet att sidorna som star mot A respektive A’ lika och att trianglarnas
ovriga vinklar lika.

o

Forutsattningarna innebér alltsa att att b=b0',c=c,a = .
Slutsatsen ar att a =o', 3= f',v= 7.

I min gamla skolgeometri (Asperén, 1946, 19:de och (7) sista upplaga) gick beviset till
ungefir sa hér.
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Man (ténker sig att man) flyttar triangeln ABC, s& att hornet A sammanfaller med A’
och sé att sidan AB sammanfaller med A’B’ och sa att sidan AC' sammanfaller med A'C".
Detta dr mojligt enligt forutsidttningarna. Man ser da att sidan BC sammanfaller med
B'C’, vilket visar satsen.

Detta argument fortjanar att begrundas. Huvudidén i beviset bygger pa att man (&tminsto-
ne i fantasin) “klipper ut” den ena triangeln och sedan flyttar den. Detta ar vil snarast
mekanik (laran om materiella kroppars rorelse). Man lanar alltsd argument fran “den ma-
teriella virlden”, och tar dérvid for givet att om man vl lyckats flytta triangeln ABC sa
att den sammanfaller med A’'B'C’, s maste sidan BC och B'C’ vara lika langa. Detta &r
emellertid bara fallet om "virlden” ar platt. Om det sa att sdga skulle finnas en "grop” som
forbindelselinjen mellan B’ och C’ gar ner i, sa kan denna forbindelselinje mycket vél vara
léngre dn strickan BC.

Den ténkta forflyttningen av triangeln ABC kompliceras ytterligare av mdojligheten att
A'B'C" kan vara spegelvind. Man méste da lyfta upp triangeln ABC och vénda den for
att fa den att sammanfalla med A'B'C".

Det dr nu uppenbart att ett bevis av forsta kongruensfallet inte kan grundas enbart pa det
argument som vi gav. Euklides forsokte eliminera svarigheten genom att sétta upp axiom
(sjilvklara sanningar) ur vilka han sedan ville hérleda andra resultat. Den axiomatiska
idén har fullfoljts pa ett mera precist sitt av David Hilbert. Det finns ocksd en annan
mojlighet, ndmligen att ersitta det intuitiva “klipp och flytta-’argumentet med en strikt
definition av vilka transformationer som é&r tillatna. Denna tanke framfordes forst av Felix
Klein. Vi aterkommer snart till detta!

Geometri och den materiella varlden

I den materiella virlden finns inga "punkter”. Dar maste "lige” beskrivas genom referens
till materia: detta rum, denna stol jag star intill. Kunde man ta bort all materia, skulle
man inte kunna ange lige. | Einsteins allménna realitivitetsteori kroker materien rummet.
Ljuset fran avlégsna stjédrnor bojs av solens massa.

Geometrins grundbegrepp ir inte materia, utan punkt. Darféor maste geometri vara en
abstrakt vetenskap. Den kan omdjligen beskriva hur virlden verkligen "ar”. Daremot kan



geometri anvindas for att beskriva aspekter av virlden. Hus och stidder kan byggas med
geometri. Olika geometrier kan ha olika fordelar och olika nackdelar i olika sammanhang,
men det finns ingen geometri som i nagon absolut mening dr sannare &n nagon annan och
avgjort inte geometri som &r “sann”.

Det finns, som jag redan sagt, tva vigar att ga for att bygga upp geometri, utan referens
till den materiella virlden. Den ena dr den axiomatiska vigen, som bland annat Euklides
och Hilbert prévade. Man beskriver geometriska begrepp och deras mest grundlaggande
egenskaper med hjilp av sjalvklara sanningar, axiom. Den andra vigen bygger pa analy-
tisk geometri, dar geometriska begrepp och samband beskrivs med formler. En punkt anges
exempelvis med sina koordinater. Grundbegreppens egenskaper hérleds med hjilp av trans-
formationer, exempelvis kongruenstransformationer, vilka ocksa beskrivs med formler.

Bilden och det avbildade

Den belgiske konstnidren René Magritte stillde 1928 ut en malning med en mycket realis-
tiskt malad pipa (i 6verdrivet format 62 x 81 c¢cm). Under pipan hade han malat texten
“Ceci n’est pas une pipe”. Det ar franska och betyder: Detta &dr inte en pipa. Bilden lir ha
vackt upprorda reaktioner. Man sa: “Det ser vil jag att det &r en pipa”. Men det var inte
en pipa, utan en bild av en pipa! Det &ar ett vanligt misstag att man blandar ihop bilden
med det avbildade!

Om man ser en kartbild av jordklotet, frestas man knappast att blanda ihop bilden med
det avbildade. Det finns dnda anledning att stilla sig fragan: Vad kan man se pa denna
bild? Kan man se hur stort jordklotet ar? Uppenbarligen inte! Kan man se hur stort Afrika
ar i forhallande till Sydamerika? Kan man méta relativa avstand? Svaren beror pa hur
bilden ar gjord! Vad ar det bilden vill lyfta fram? Ofta nog kan man inte se pa en bild vad
det dr man kan se pa bilden. Man maste veta hur bilden &r gjord innan man kan avgora
vad man egentligen kan se!

Pa samma sétt som en bild &r gjord for att lyfta fram vissa férhallanden, syfter olika
geometrier till att lyfta fram olika aspekter av ”virlden”. Likavil som bilden inte skall
sammanblandas med det avbildade, far en geometri inte forvixlas med verkligheten sjélv.

Det finns olika geometrier

Geometrin vill alltsa ge en abstrakt beskrivning av "virlden”. Det ar dérfor klart att man
far olika slags geometrier beroende av vilken vérld man vill beskriva. Var nirmiljé kan
kanske beskrivas med hjéalp av Euklides geometri, som forutsatter en platt virld. Men pa
jordklotet far vi en annan slags geometri. Dér finns inga réta linjer. Ddremot kan man tala
om geodetiska linjer eller storcirklar, dvs cirklar med centrum i jordens medelpunkt. I den
Euklidiska geometrin kan man intressera sig for parallella linjer. Pa jordklotet, ddremot,
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kommer tva geodetiska linjer alltid att skira varandra. Det finns alltsd inga parallella
(geodetiska) linjer éverhuvudtaget pa jordklotet.

Innan jag fortsitter vill jag gora en viktig avgransning. Vi skall enbart arbeta med tvd-
dimensionella geometrier. Det ar inte en nédvindig avgrinsning utan ett praktiskt (eller
bekvimt) val. I en analytisk modell av en tvadimensionell geometri kan punkter anges med
tva oberoende koordinater, sa som exempelvis punkter pa en sfir kan beskrivas med tva
tal, som anger longitud och latitud.

Olika geometrier ger olika beskrivningar av samma vérld, genom att lyfta fram olika aspek-
ter. Tag som exempel kartprojektioner. Ténk till en borjan pa sjéfararen i gamla tider. Han
navigerar over stora havsvidder med hjilp av himlakroppar. Fér att kunna gora det beho-
ver han kartor som aterger vinklar korrekt, ar konforma, som termen lyder. Sjéfararen har
daremot inte samma nytta av kartor som aterger avstand korrekt. Den tid hans resa tar ar
mer avhangig av vider och vind, &n av avstandet till resmalet. Sjofararen vill ha en bild
av klotet som aterger vinklar rétt!

Annorlunda ar det for lantméataren. Han vill ha en karta som anger relationen mellan areor
korrekt, medan vinklar dr av mera sekundéar betydelse. Lantmétaren vill ha vad man brukar
kalla en ytriktig karta.

Ordet “geometri”, for 6vrigt, kommer av grekiskans ord for jord (geo) och mitning och
betyder alltsa ungefir lantmaéteri.

Olika forsok att beskriva virlden har givit upphov till speciella geometrier. Under renés-
sansen, pa 1400-talet i Italien, utvecklade malare och arkitekter det s.k. centralperspektivet.

Ett 6ga placerades i en fix punkt. Framfor

ogat spandes duken upp. Fran en punkt i mo-

: tivet drogs en rat linje till 6gat. Dess bild
‘ var da skirningspunkten mellan linjen och

T ' det plan som duken representerar. Idén om
. centralperspektivet exploaterades under re-

néssansen och gav senare upphov till en séir-
skild geometri, projektiv geometri.

Hur beskriver man en geometri?

Vi har redan omnémt tva i grunden olika metoder.

Den forsta dr den aziomatiska metoden. Man utgar fran en lista 6ver odefinierade begrepp
och grundliggande egenskaper (axiom) som beskriver samband mellan begreppen. Tillho-
rande geometri dr da teorin om vad som logiskt kan hirledas ur dessa axiom. Detta &r
den klassiska metoden som anvindes redan av Euklides. Vi skall senare ge en kortfattad
beskrivning av Hilberts axiomsystem for den Euklidiska geometrin.



Den andra metoden kan beskrivas sa hir. Man ugar fran en méngd (av punkter) och en
grupp av transformationer. Tillhérande geometri ar liran om vad som ldmnas oférandrat,
invariant, under varje transformation. Denna metod foreslogs av Felix Klein, 1872. Klein
var da professor i den tyska staden Erlangen. Man talar darfor om Kleins Erlangenprogram.

Bade den axiomatiska metoden och Kleins Erlangenprogram innebdr begrdnsningar vad
géller innebdrden av ordet geometri. Detta ord anvindes ndmligen i manga mycket vidare
betydelser. Man talar t.ex. om differentialgeometri, algebraisk geometri, fraktal geometri
osv. I mina kommande Oversiktliga foreldsningar kommer jag att folja Kleins program,
eftersom det ger mojligheter att diskutera och jamfora geometrier pa ett oversiktligt sétt
och dnda kunna ga in i enskilda detaljer om man sa onskar. Nackdelen med Kleins program
ar att man gor sig beroende av en viss teknisk apparatur i form av analytisk geometri.

Hilberts axiom for den Euklidiska geometrin

For att belysa den axiomatiska metoden skall jag forst beskriva Hilberts axiomsystem for
den Euklidiska, tvddimensionella geometrin. Jag néjer mig med en mycket 6versiktlig och
ofullstdndig beskrivning.

David Hilberts axiomsystem hérror fran slutet av 1800-talet. Det arbetar med odefinierade
storheter

punkt, linje
samt en rad odefinierade relationer
ligger pa, gar genom, mellan, kongruens, vara parallell med

Det finns fem grupper av axiom: tillhorighetsaxiom, ordningsaxiom, kongruensaxiom, pa-
rallellaxiomet, kontinuitetsaxiom. Vi ger hir nagra exempel ur varje grupp.

Tillhorighetsaxiom
Genom tva olika punkter gdr en entydigt bestdmd linje.

o Varje par av olika punkter pd en linje bestdmmer linjen.
e Pad varje linje finns minst tvd olika punkter.

e Det finns tre punkter som inte ligger pd en linje.
Ordningsaxiom

e Om A,B,C dr tre punkter pd en linje och B ligger mellan A och C' sd ligger
B ocksa mellan C och A.

e Om A och C dr tvd punkter pd en linje sd finns det minst en punkt B pd linjen
sa att B ligger mellan A och C. Det finns ocksd en punkt D pd linjen sd att
C ligger mellan A och D.

e Avw tre punkter pd en linje ligger alltid precis en punkt mellan de bida dvriga.
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(totalt 4 axiom)

Kongruensaxiom

Med hjélp av ordningsaxiomen kan man definiera vad som menas med striackan AB mellan

tva punkter A och B. Denna stricka bestar av alla C' pa linjen genom A och B, vilka

ligger mellan A och B. Man kan ocksa definiera begrepp som triangel, vinkel m.fl. Darefter
formuleras kongruensaxiomen t.ex.

e Om A och B dr tvd punkter pd en linje £ och A" en punkt pd en linje £', sd finns pd en
given sida om A" pé linje £', en punkt B' sd att A'B' dr kongruent med AB (eller BA).
Om AB dr kongruent med bide A'B' och A"B", sa dr A'B' kongruent med A"B".
Antag att AB och BC' dr tvd strickor pd en linje och att dessa strickor endast har
punkten B gemensamt. Antag att A'B' och B'C' dr tva strickor pa en annan linje med
endast punkten B' gemensamt. Om dd AB dr kongruent med A'B' och BC' dr kongruent
med B'C" sa dar AC kongruent med A'C'.

(6 axiom, det sjitte dr forsta kongruensfallet)

Parallellaxiomet
e (Genom en punkt som inte ligger pa en given linje, gar en och endast en linje
som dr parallell med den givna linjen.

Kontinuitetsaxiom

e Ldt A och B vara olika punkter pd en linje £ och Ay, en godtycklig punkt mellan A och
B. Antag att Ay, Ay, As, ... dr en foljd av punkter pd £, sd att A, ligger mellan A och
Ay, Ay ligger mellan A, och As etc och att segmenten AA;, A1 Ay, AxAs, ... osv alla
dr kongruenta. Dd finns ett tal n sd att B ligger mellan A och A,,.

Detta axiom kallas det Arkimediska aziomet. Det finns ett andra kontinuitesaxiom, full-
standighetsariomet, som man kan undvara, men som gor det mdjligt att identifiera varje
linje med méngden av reella tal. Detta i sin tur gér det mojligt att bygga upp analystisk
geometri fran Hilberts axiom.

Euklides geometri enligt Kleins Erlangenprogram

Vi begréansar oss dven hér till Euklides tvadimensionella geometri. Forst skall vi specificera
den mingd vars element skall representera geometrins punkter. Vi viljer di mingden R2.
Nista steg blir att specificera transformationsgrupp. Nar det giller den Euklidiska geome-
trin dr det naturliga valet gruppen av s.k. kongruensavbildningar. Man kan definiera detta
begrepp genom att skriva ut en formel fér hur en generell kongruensavbildning ser ut. Man
kan ocksa (och det séger kanske mer &n en formel) beskriva hur transformationsgruppen
ar uppbygd.

En kongruensavbildning kan skrivas som en sammanséttning av en eller flera av tre ele-
mentéra avvbildningar, ndmligen translation (parallellforflyttning), rotation kring en valfri



punkt och spegling i en valfri linje.

En translation dr en avbildning av formen x ~—

x+b, dir b ar en fix vektor. Inneborden ar att om b Q
P har koordinatvektorn x, sa har dess bild () koor-

dinatvektorn y = x + b. Translation innebér allt-

sa en parallellférflyttning av alla punkter en viss P

stracka i en viss riktning.

Rotation kring en given punkt kan beskrivas som

sammansittning av en translation och rotation Q p
kring origo. 8
Rotation med vinkeln 6 i positiv orientering kan

latt beskrivas analytiskt. Vi skall gora det lingre k/

fram. Har nojer vi oss med en illustrerande figur!

Aven spegling i en linje kan beskrivas analytiskt. Vi avstar fran detaljerna hér.

En kongruensavbildning ar alltsd en sammansittning mellan ett dndligt antal translata-
tioner, rotationer och speglingar. En modell for den Euklidiska plana (tvadimensionella)
geometrin ges nu av punktméngden R? férsedd med transformationsgruppen av alla kon-
gruensavbildningar. Euklides plana geometri dr saledes ldran om sadana objekt som &r
invarianta (oférdndrade) under alla kongruensavbildningar. Enligt detta synsétt finns inga
odefinierade objekt eller odefinierade relationer. Allt maste istillet definieras och alla utsa-
gor maste bevisas, dven sadana som kallas axiom i en axiomatisk beskrivning av geometrin.
Som grund for den Euklidiska geometrin ligger istéllet egenskaper hos de reella (eller i grun-
den de naturliga) talen.

Om man f6ljer Kleins program maste man siledes definiera begrepp som linje, att en
punkt ligger pa en linje, att en punkt ligger mellan tva andra eller att tva linjer &r paral-
lella. Man maste definiera vad som menas med vinkeln mellan tva linjer, avstandet mellan
tva punkter osv. Dessutom, och det &r viktigt, maste man sékerstilla att de objekt och
relationer man definierar tillhor geometrin ifraga, dvs att de dr invarianta under den valda
transformationsgruppen. Har maste man till exempel visa att

e en kongruensavbildning avbildar en linje pd en linje,
(begreppet linje dr invariant)

e en kongruensavbildning avbildar parallella linjer pd parallella linjer,
(begreppet parallell dr invariant)

e vinkeln mellan tva linjer dr densamma som vinkeln mellan bilderna av dessa linjer
under en godtycklig kongruensavbildning,
(begreppet vinkel dr invariant)

e qustandet mellan tvd punkter dr detsamma som avstandet mellan bilderna under en
godtycklig kongruensavbildning,
(begreppet avstand mellan punkter dr invariant)
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Definitioner och bevis genomfors med hjélp av analytiska verktyg (t.ex. skalarprodukt, av-
standsformler m.m.) och med hjilp av linjir algebra (t.ex. matriser). Ett bevis av forsta
kongruensfallet gar till exempel till sa att man konstruerar en kongruensavbildning som
avbildar A pa A’, B pa B’ och visar att denna avbildning avbildar C' pa C’. Eftersom
kongruensavbildningar lamnar vinklar och avstand invarianta f6ljer slutsatsen i forsta kon-
gruensfallet. Ett sadant bevis blir mycket likt det bevis som jag himtade ur min gamla
skolgeometri. Skillnaden ligger i att man inte hénvisar till nagot mekaniskt argument eller
nagot "intuitivt”. Detta kan uppfattas bade som en fordel och som en nackdel. Fordelen &r
forstas att man inte riskerar att utnyttja nagot som &r oredovisat.

Intuition ar inte nagot som matematiker misstror. Tvirtom, det &r omdjligt att komma
nagonstans i sitt tinkande, vad det dn giller, utan att anvinda alla mdéjliga informella me-
toder. Men olika ménniskors intuition och kéinslor kan se mycket olika ut. Naturvetenska-
pernas strivan ar att finna samband, (naturlagar, invarianta tillstdnd), som &r oberoende
av observatoren. Av liknande skil vill matematikern undvika oredovisade antaganden nér
han beskriver sina resultat. Det hindrar dock inte matematikern att anvinda alla medel
pa vigen dit.

Geometri pa jordklotet

En geometri pa jordklotet maste lyfta fram vissa aspekter av forhallandena pa Tellus. En
geometri som vill beskriva lufthavets rorelse maste exempelvis vara tredimensionell. En
geometri som vill beskriva sonderbrutna system av 6ar maste kanske vara annorlunda an
en geometri, som vill lyfta fram sadana férhallanden som &r viktiga for navigation Over
Oppna vatten.

Lat oss skissera hur man kan bygga upp den traditionella geometrin pa jordklotet med
hjilp av Kleins Erlagenprogram. Vi borjar da med en analytisk modell av jordklotet. Det
blir enklast om vi antar att jordklotet #r en sfir. Vi placerar sfiren i R och later dess
medelpunkt ligga i origo. Lat oss dessutom vilja mattenheten for langd sa att sfarens radie
blir 1. Var analytiska modell av jordklotet grundar sig da pa méngden

S = {x = (21,29, 73) :xf—i—x%—l—x%: 1}

Taltripplarna x i 5 ar den sfariska geometrins punkter.

Vilka transformationer skall vi tillata. Om vi ar intresserade av vinklar, strickor och areor
bor vi inskrinka oss till dessa transformationer som ldmnar sddana storheter invarianta,
som till exempel rotationer. Aven speglingar av sfiren i ett plan genom origo kan tillatas. Vi
kan t.ex. vara intresserade av att jamfora ett omrade pa norra halvklotet med motsvarande
omrade pa sddra halvklotet. Den enklaste transformationsgruppen med dessa egenskaper
bestar av alla isometriska avbildning U : R?* — R3. Eftersom sadana bevarar avstand i R?



kommer varje punkt pa $ att avbildas i en punkt pa $. Vi later med andra ord var transfor-
mationsgrupp besta av allaT : $ — 8, dar T ges av formeln T(P) = U(x), om P=x¢€ 3
for nagon isometrisk avbildning U.

Nar vi val har beskrivit var punktmingd 5 och vara transformationer sa har vi definierat
en tillhérande geometri. Den dr ldran om alla de objekt och relationer som &r invarianta
under alla de givna transformationerna.

Lat oss ta nagra fa steg i uppbyggnaden av denna sfariska geometri. Forst borjar vi med
att definiera avstdind mellan tva punkter P och ) pa .

P Bilda ett plan genom origo som innehaller P och (). Om
P och @ inte ligger pa en diameter sa dr detta plan en-
tydigt bestamt. Planets snitt med $ kommer att vara en
cirkel. Det dr naturligt att definiera avstandet d mellan
x och y som ldngden av den kortaste cirkelbagen mellan
dem.

d(P.Q)

Eftersom vi har valt sfarens radie till 1 kommer d att vara detsamma som vinkeln mellan
vektorerna P och @), d(P,Q) = « i figuren.

Rotationer och speglingar &ndrar inte vinklar. Darfér kommer vara transformationer att
lamna det just definierade avstandet invariant.

Hur skall vi definiera linje pa sfiren 5. I den Euklidiska geometrin bestimmer tva punkter
en linje. Pa sfaren bestimmer tva punkter x och y i stéllet en cirkel, ndmligen den cirkel
som skérs ut av $ ur planet genom origo, x och y. (Vi antar att punkterna inte ligger pa en
gemensam diameter!) Sadana cirklar kallas storcirklar och dessa far bli motsvarigheten till
den Euklidiska geometrins linjer. Storcirklar kallas ofta geodetiska linjer. Det &r klart att
vara transformationer avbildar geodetiska linjer pa geodetiska linjer, sa geodetiska linjer
ar ocksa invarianter.

I denna 6versikt stannar vi har. En fortsdttning av den sfariska geometrin skulle innehalla
definition av vinkel mellan geodetiska linjer, definition av sfirisk triangel, definition av
area, satser om sfériska trianglar. (Hur tror ni Pythagoras sats ser ut? Vad &ar vinkelsum-
man i en sfirisk triangel?) Allt detta far ansta till lingre fram. En sak kan vi emellertid
redan konstatera. Den sfiriska geometrin skiljer sig pa flera avgoérande punkter fran den
Euklidiska plana geometrin.

En sadan punkt ar att parallellaziomet inte gdller pa sfiren.
Tag ndmligen tva (geodetiska) linjer. Dessa skirs ut av tva
plan genom origo. Tva plan genom origo skir varandra utefter
en rat linje i R? genom origo. P4 denna linje ligger tva punkter
pa sfiaren. Alltsa skir tva olika linjer varandra i precis tva
punkter. Saledes det finns inga parallella (geodetiska) linjer
pa sféren.
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Projektioner

Ordet projektion &r ett av de mest frekventa orden i geometriska sammanhang. Lat oss i
tre figurer beskriva tre vanliga projektioner av punkterna i R? pa ett plan 7 i R3. Vi bérjar
med ortogonal projektion. Givet en punkt P kan vi genom P dra en linje, som &r parallell
med planets normal. Denna linje traffar planet i en punkt @), den ortogonala projektionen
av P.

I figuren &r n planets normal och punkterna ) och .
@' ar de ortogonala projektionerna av P respekti- — P
ve. P'. Observera att linjestycket mellan P och P’
avbildas pa linjestycket mellan @) och @)'. Notera
ocksad att om man véiljer en godtycklig punkt pa
linjen genom P och () s3 kommer denna punkts
ortogonala projektion att sammanfalla med Q. Al-
la punkter pa linjen genom P och ) har alltsa
samma, ortogonala projektion.

n n

En generellare typ av projektion ar parallellprojektion i en given riktning v. Givet en punkt
P sa kan vi genom P dra en linje med riktningsvektorn v. Om da v inte &r parallell med det
givna planet 7, s kommer denna linje att triffa planet i en punkt @), parallellprojektionen
av P.

Aven vid parallellprojektion kommer linjestycket
mellan tva punkter P och P’ att avbildas pa linje-
stycket mellan deras projektionspunkter () och Q'.
Det ar ocksa sa att alla punkter pa linjen genom P
och dess projektionspunkt kommer att ha samma Q
bild, ndmligen just punkten (). Q

Observera att ortogonal projektion &r ett special- n \
fall av parallellprojektion. Tag ndmligen v = n = \ v
planets normal! v

Den tredje projektionen ar centralprojektion. Man ger da ett projektionscentrum O samt
ett plan 7, som inte gar genom O. Genom en given punkt P dras linjen genom projektions-
centrum O.

Om P inte ligger i det plan genom origo som &r
parallellt med 7, kommer denna linje att triffa = b

i en punkt @), centralprojektionen av P. b
Aterigen kommer alla punkter pa linjen genom
P och dess projektionspunkt () att projiceras pa
samma, punkt och linjestycket mellan tva punkter

kommer att avbildas pa linjestycket mellan projek-
tionspunkterna.

Parallellprojektion kan uppfattas som centralpro-
jektion fran ett odndligt avligset projektionscent- n
rum beldget 1 projektionsriktningen.
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Projektiv geometri, en kort introduktion

Under 1400-talet utvecklades centralperspektivet i konsten som en metod att skapa storre
rumsverkan i bilderna. I borjan av 1400-talet skrev arkitekten Alberti boken Della pittura
(om maleriet), i vilken centralperspektivet beskrivs. Senare pa 1400-talet skrev maéalaren
Piero della Francesca boken De Prospectiva pingendi (Om perspektivet i maleriet).

Vid centralprojektion kommer alla punkter pa en linje genom projektionscentrum att av-
bildas pa en och samma punkt. Man kan alltsi identifiera (sdtta likhetstecken mellan)
projektionspunkt och linje genom projektionscentrum. Varje projektionspunkt svarar mot
en linje genom projektionscentrum. Den projektiva geometrins "punkter” ar just linjer ge-
nom en fix punkt, 1at oss séga origo. Varje linje genom origo som inte ar parallellt med
projektionsplanet svarar mot en punkt dér. Linjer som &r parallella med projektionsplanet
saknar skirningspunkt med detta plan. Man kan emellertid se sidana linjer som granslédgen
av linjer som skir projektionsplanet.

Ly

o0

o
0

0

2 3

Lat Py, Py, P, ... vara en f6ljd av punkter i projektionsplanet = och antag att alla ligger

pa linjen genom P, med riktningsvektorn v. Antag mer exakt att OTD)n:O_])DO +t,v dar
t, — 00. Da kommer linje genom O och P, att ndrma sig den linje L, genom origo vars
riktningsvektor dr v, samtidigt som punkterna P, sa att siga “gar mot oédndligheten i
riktningen v”. Observera att v ar parallell med projektionsplanet w, s L, skir inte 7. Vi
kan da lata linjen L, representera “punkten i odndligheten i riktningen v”. Det projektiva
planet Py far nu besta av alla linjer genom (. De linjer som inte dr parallella med
projektionsplanet 7 representerar “vanliga” punkter (nidmligen skirningspunkten) medan
de linjer som &r parallella med 7, representerar "punkter i odndligheten”.

For att karakterisera den projektiva geometrin behéver vi nu bara komplettera med en
beskrivning av tillhérande transformationsgrupp. Denna &r enkel att beskriva. Lat ndmligen
A vara en godtycklig omviindbart entydig linjir avbildning pa R?. Varje linje genom origo
kommer att avbildas av A pa en linje genom origo. Eftersom linjer genom origo ar det
projektiva planets punkter, kommer A av avbilda projektiva punkter pa projektiva punkter.
Som transformationsgrupp kan vi dérfor ta alla omvindbart entydiga linjira avbildningar
pa R3.

En projektiv punkt ar alltsd en linje genom origo. Vad dr da en projektiv linje? I den
Euklidiska geometrin bestimmer tva olika punkter en linje. P4 samma sitt bestdmmer
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tva olika linjer genom origo (dvs tva projektiva punkter) ett plan genom origo. Det &r
darfor naturligt att definiera en projektiv linje som ett plan genom origo. Eftersom varje
omvandbart entydig linjar avbildning avbildar ett plan genom origo pa ett plan genom
origo, kommer projektiva linjer att avbildas pa projektiva linjer av varje avbildning i var
transformationsgrupp. Begreppet projektiv linje ar alltsa invariant och ingar dérmed i den
projektiva geometrin.

Parallellaxiomets historia (en ansats)

Startpunkten for den projektiva geometrin dr centralperspektiviska konstruktioner. Andra
geometrier har en annorlunda tillkomst. I den Euklidiska geometrin tilldrog sig parallel-
laxiomet en sérskild uppmaérksamhet. Sa hér lyder detta axiom

P1: Genom en punkt som inte ligger pa en given linje gar en och endast en linje som dr
parallell med den givna linjen.

Man kan visa att parallellaxiomet P1 &r ekvivalent med f6ljande postulat (Wallis, 1600-
talets mitt).

W: Givet en godtycklig triangel ABC och en stricka DE sd finns en triangel DEF som
ar likformig med ABC.

Parallellaxiomet &r alltsa ekvivalent med existensen av likformiga trianglar av olika storlek.
Man kan siga att parallellaxiomet innebéar att det &r mojligt att bygga skalenliga modeller,
nagot som man kanske kan tro ar sjalvklart. Detta kan vara forklaringen till alla de manga
forsok som gjorts genom tiderna att bevisa P1 med hjilp av ovriga axiom.

Under 1700-talet forsokte en matematiker vid namn Saccheri att bevisa parallellaxiomet
genom att ersidtta P1 med endera av foljande alternativ:

P2: Givet en linje L och en punkt QQ utanfér L sd gir genom Q) minst tva linjer
som inte skdr L.

PO: Givet L och @ som © P2 sd finns ingen linje genom @) som inte skdr L.

Saccheri visade att PO stod i strid mot ett av Euklides axiom, ndmligen det som siger att
varje linje kan fortsittas hur langt som helst. Sedan férsokte han visa att d&ven P2 stod i strid
mot Euklides axiom, (med undantag av P1 forstas). Detta lyckades han inte med. Skilet &r
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att det inte finns nagon sddan motsigelse. Innemot hundra ar senare visade Lobachevsky
och Bolyai att det existerar geometrier i vilka P2 giller, s.k. hyperbolisk geometri.

Gauss konstruerade formodligen en egen variant av den hyperboliska geometrin, men han
publicerade den aldrig. Han talar om sin icke-Euklidiska geometri i ett brev (1824) dér han
i fri 6versdttning séiger:

“Alla mina forsok att finna en motséigelse i denna icke-Euklidiska geometri har
misslyckats och den enda sak som strider mot vara forestdllningar ar att om den
vore sann, sa maste det i rummet finnas ett absolut matt, (okint for oss). Men
det forefaller mig, vad de allvetande metafysikerna dn ma siga, att vi vet for
lite eller nistan ingenting alls, for att kunna pasta att det vi finner onaturligt
ar absolut omgjligt.”

Metafysikerna som Gauss ger en gliring at 4r Immanuel Kant och dennes efterféljare. Gauss
upptackt stod i konflikt med Kants laror. Kant ansag att Euklides geometri var inbyggd i
vara sinner och att “vart |Euklidiska| rumsbegrepp ingalunda har empirisk ursprung utan
ar nodvindigt for vart tdnkande”. I ett avseende har dock Gauss och Kant en gemensam
utgangspunkt, ndmligen forestillningen att det finns en sann geometri, den materiella
varldens geometri.

Det finns ett samband mellan den hyperboliska geometrin och Einsteins relativitesteors, i
vilken han forsoker beskriva rorelse pa ett siatt som &r forenligt med observationen att ljuset
har en konstant hastighet. Man kan jamfoéra detta med Gauss kommentar om existensen
av ett absolut matt.

Geometri i allmén betydelse

I matematik anvénds ord ofta med olika nivaer av precision och med olika innebord i olika
sammanhang. Detta giller i hog grad for ordet geometri. Hittills har vi talat om geome-
tri som en matematisk disciplin med olika specialomraden (Euklidisk geometri, projektiv
geometri, hyperbolisk geometri osv), vilka alla kan beskrivas pa ett enhetligt sitt (axioma-
tiskt eller enligt Kleins Erlangenprogram). Ordet geometri kan emellertid forekomma med
manga andra bestdmningar. Som exempel kan vi ta differentialgeometri, som vill beskri-
va ytor med hjilp av differentialkalkyl. Varken en beskrivning enligt Kleins program eller
en axiomatisk beskrivning &r sa naturlig hir. Ett annat exempel ar fraktal geometri, som
anvindes i mycket vid mening fér att beskriva sonderbrutna kurvor och former.



