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6 Hyperbolisk geometri

Under lang tid forsokte matematiker bevisa parallellaxiomet. Ett av forsoken gjordes av
Saccheri som forsokte visa att antagandet att parallellaxiomet inte gillde maste leda till en
motsigelse. Han lyckades emellertid inte! Under borjan av 1800-talet utvecklades istéllet en
geometrisk teori i vilket parallellaxiomet inte var uppfyllt. Tre matematiker &r forknippade
med denna utveckling, Gauss, ryssen Lobachevsky och ungraren Janos Bolyai. De tva
senare publicerade oberoende av varandra sina arbeten omkring 1830, men deras resultat
observerades inte forrdn efter Gauss dod, da man fick ta del av dennes korrespondens i
amnet.

Lobachevsky bevisade bland annat den be-
romda parallellvinkelsatsen. Givet en linje /¢

och en punkt ) pa avstandet z fran ¢. Da Q
finns en vinkel « (parallellvinkeln), sddan att

en linje genom (), vars vinkel mot normalen a

ar > o men < 7/2, inte skiir linjen £. For X
denna vinkel « géller formeln

o —Z

tan( 2) =e

Osikerheten om den nya teorin var stor. Det kunde ju dolja sig en motsigelse i antagandet
att parallellaxiomet var falskt. (Det var ju just det Saccheri hade hoppats pa!) Det drdjde
till senare hélften av 1800-talet tills man kunde bevisa att den icke-euklidiska (hyperboliska)
geometrin var fri fran motsigelser. Detta skedde genom att man med hjéilp av Euklidisk
geometri satte upp en modeller fér den hyperboliska geometrin (ungefiar som geometrin péa
sfiren definieras med hjélp av Euklidisk geomtri). Den forsta modellen gjordes av Beltrami.
Han fann en rotationsyta vars Euklidiska geometri 6verensstimde med den hyperboliska.
Det var den sa kallade pseudosfiren. En bild pa pseudosfiaren finns lingre fram i kapitlet
om differentialgeometri.)

Nagot senare fann Klein en enklare modell som
brukar kallas Cayley-Kleins modell. Modellens
punktméngd ar enhetsskivan

x2+y2<1

i R2. Linjer representeras av snitt mellan Euklidis-
ka linjer och enhetsskivan. Det ar da genast klart
att parallellaxiomet inte géller.

For att enhetsskivan skall fungera som en geometrimodell krivs emellertid att man beskri-
ver vilken transformationsgrupp man skall ha. Man valde da gruppen av alla projektiva
avbildningar som avbildar enhetsskivan pa sig sjilv. Eftersom projektiva avbildningar av-
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bildar linjer pa linjer kommer modellens linjer att vara invarianta. Det krdvs emellertid
mycket mer. Man maste definiera matt pa vinklar och avstand. Har blir Cayley-Kleins
modell ganska komplicerad. Vi avstar darfor fran att utveckla denna modell. Istéllet skall
vi ge en enklare modell av Poincaré. Den baserar sig pa det utvidgade komplexa talplanet.

Det utvidgade komplexa planet C

I samband med var behandling av kartprojektioner, diskuterade vi bland annat stereografisk
projektion. Vi visade att denna projektion ar vinkeltrogen eller konform. Med hjilp av
stereografisk projektion kan varje punkt (med ett undantag) pa en sfir avbildas pa en
entydigt bestdmd punkt i ett plan som tangerar sfiren. For konkretionens skull ténker
vi oss att sfaren har centrum i origo och radien 1 och vi later projektionsplanet tangera
sfiren vid sydpolen S = (0,0, —1). Vi kan identifiera projektionsplanet med det komplexa
talplanet C (istéllet for R? som tidigare).

Givet en punkt x = (z1, 2, 23)

X pa sfiaren drar vi en linje genom

N x och nordpolen N = (0,0,1).
Om x # N é&r denna linje enty-

1-sin @ digt bestamd och traffar projek-

tionsplanet i en bestdmd punkt
z = x + 1y, vilket ar bilden av x
o8 X under centralprojektion.

® I figuren ar

cos6O

x = (cosf cos ¢, cos@sin ¢, sinf)

) Forhallandet mellan 7 och sfirens

Imz diameter (alltsd 2) lika med for-

r hallandet mellan cos@ och 1 —
sin f. Det betyder att

Z=rcos@ + irsng@
Rez 2 cos
r=—7".
1 —sinf

Vi har alltsa att z = z + 4y dar

2 cosf cos ¢ 211
T=7rcos¢ = - =
1 —sinf 1— x5
(1) .
. 2 cosfsin ¢ 219
y=rsin¢g = =

1—sinf  1— a4
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eller ekvivalent

4z 4y 2?2 +y?—4
T 2.2 2= e e o 8= T 0
2+ y*+4 z?+y*+4 r?+y*+4

(2) T

Den enda punkt pa sfiaren som saknar bild i komplexa talplanet dr nordpolen N, (dar z3 =
1). Vi utvidgar nu det komplexa talplanet C med en tdnkt bild av nordpolen. Bilden kallas
odndlighetspunkten och betecknas co. Det utvidgade komplexa planet skrivs €. Man kan,
om man vill, sdga att € “ar” sfiren, inklusive nordpolen, som da “4r” odandlighetspunkten.
Det ar emellertid fordelaktigt att tdnka pa C som en utvidgning av komplexa talplanet,
eftersom det da faller sig naturligt att anvinda sig av de komplexa talens aritmetik. Man
kan dven utvidga denna aritmetik med hjilp av foljande definitioner:

a6+ 00 =00+a=00 om a€C
a-00=00-0a= 00 om a€C,a#0
o0+ 00 =00,00-00=00

a/oc =0 om a€ C,a# o0
a/0 = oo om a€C,a#0
o0 = 00

Med hjalp av dessa definitioner kan vi utstricka definitionsomradet for alla likformighets-
avbildningar till C. En likformighetsavbildning har formen

zr—az+b eller z—az+b, (a#0).

Varje sadan transformation avbildar oo pa oo.

Cirklar och linjer i C

Stereografisk projektion etablerar nu ett en-entydigt samband mellan sfiren z{+z3+23 = 1
(den s.k. Riemann-sfiren) och det utvidgade komplexa talplanet C. Nordpolen svarar mot
odndlighetspunkten medan 6vriga punkter pa Riemannsfiren svarar mot vanliga komplexa
tal z = x + 1y.

En cirkel I' pa Riemannsféren ar snittet mellan sfaren och ett plan 7 : ax;+bxs+cx3+d = 0.
Om man utnyttjar sambanden (1) och (2) mellan z;, 25, 3 och bildpunktens koordinater
far man att bilden av I' i € har ekvationen

(3) (c+d)(z* + y®) + daz + 4by = 4(c — d).

Om c+d # 0 &r detta ekvationen for en cirkel i C. Om déremot c+d = 0 &r (3) ekvationen
for en rat linje. Observera att c+d = 0 dr ekvivalent med att planet 7 gar genom nordpolen
(0,0,1). En cirkel I pa Riemannsfaren svarar alltsa mot en cirkel i C om I inte gar genom
nordpolen, och mot en linje ifall ' passerar genom nordpolen. Det dr darfér naturligt att
gora foljande definition.
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Definition 1 En (generaliserad) cirkel 7 i C &r antingen en cirkel eller en rit linje. Om
ar en rét linje kallas 7y en (generaliserad) cirkel genom oc.

Observera foljande samband mellan en cirkel I' p4 Riemannsfiren och dess bild v pa C.
[' gar genom nordpolen om och endast om vy gar genom oo.
[’ gar genom sydpolen om och endast om 7 gar genom 0.

[

(Parallellcirklar pad Riemannsfiren svarar mot cirklar med centrum i origo, med meridia-
nerna svarar mot linjer genom origo.)

Vinkeln mellan tva (generaliserade) cirklar definieras som (den Euklidiska) vinkeln mellan
tangenterna i skdrningspunkterna. Eftersom stereografisk projektion ar en konform avbild-
ning #r vinkeln mellan tva cirklar i € densamma som vinkeln mellan motsvarande cirklar
pa Riemannsféren.

Inversion 1 enhetscirkeln

Hér skall vi definiera en ny transformation pa C. Vi borjar med att betrakta speglingi x-
axeln pa Riemannsfiren. Analytiskt definieras den av formeln (1, z2, 23) — (21, —Z2, —3).
Motsvarande transformation C kallas en inversion.

Uttryckt i de polédra koordinaterna ¢ och # innebér spegling i z;-axeln att ¢ — —¢, 0 — —8.
Oversatt till komplexa talplanet innebér detta att

2cos @

+ 1y = r(cos ¢ + isi =re?, r=_""_
x+ 1y =r(cosd +ising) =re', r T~ wing

transformeras till

plcos(—@) + isin(—4)) = pei®, p = 12_7((‘_92))
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Eftersom . .
_y cos@  _cosf(l—sinf) _1-—sinf
P= 1+sinf 1—sin’d  ~ cosf
har vi att
4
p=-.
r
Det betyder att spegling i z;-axeln svarar mot avbildningen
re'® ée_iq> = 4.
r rei?
dvs mot avbildningen z — 4/z.
Definition 2 Inversionienhetscirkeln ’
i € ar avbildningen
1
Z - |
< l Re
Denna avbildning avbildar 0 pa oo och Ve

oo pa 0.
|lzI=1

Sats 1 Inversion @ enhetscirkeln dr konform och avbildar generaliserade cirklar pd gene-
raliserade cirklar. Narmare bestimt gdller att

en linje genom origo avbildas pa en linje genom origo
en linje som inte gar genom origo avbildas pd en cirkel genom origo
en cirkel genom origo avbildas pd en linje som inte gar genom origo

en cirkel som inte gar genom origo avbildas pd en cirkel som inte gar genom origo

Bevis: Vi har sett att avbildningen z — 4/z svarar mot spegling i z1-axeln p& Riemanns-
faren. Detta dr en konform avbildning pa Riemannsféiren. Eftersom stereografisk projektion
ocksa dr konform foljer det att avbildningen z — 4/z &r konform. Detta medfor i sin tur att
dven z — 1/z ar konform. Vidare observerar vi att spegling i x1-axeln avbildar varje cirkel
pa Riemannsfiren pa en cirkel. Eftersom cirklar pa sfiren svarar mot generaliserade cirklar
iC, foljer det att avbildningen z +— 4/z avbildar generaliserade cirklar pa generaliserade
cirklar. Samma sak géller da fo6r avbildningen z +— 1/z. Aterstoden av satsen foljer sedan
direkt om man bara observerar att 0 — oo och oo +— 0. O

Definition av hyperbolisk geometri

Lat H vara det sa kallade dvre halvplanet i C, dvs
H={zeC:Im (z) > 0}.
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Vi betraktar nu fyra typer av avbildningar

Ty:z+ z+ b, b reellt
Ay :z—az,areellt ,a>0

1
I:z—~ ——
z
S:z— —Z

Alla dessa avbildningar avbildar H pa sig sjalv. Det ar 1dtt att se nér det giller T, och A,.
Vi lamnar detaljerna till ldsaren. For att visa att [ avbildar H pa sig sjalv observerar vi
att om z = x + 1y sa ar
|
r4+iy 224 y?

Im (—l> :Im (z)

z |22
Om z € H (dvs Im (z) > 0) sa géller Im (—=1/z) > 0dvs —1/z € H.

1
z

Darfor ar

Att S avbildar H pa sig sjélv foljer genast av att S innebér spegling i y-axeln.

Samtliga avbildningar pa listan ldmnar ocksa vinklar mellan generaliserade cirklar invari-
anta. Detta ar ingen nyhet vad géller avbildningarna T, och A, (eftersom dessa &r likfor-
mighetsavbildningar). For avbildningen I hénvisar vi till satsen ovan. Néar det géiller S &r
vinkeltroheten uppenbar eftersom S ar en spegling.

Definition 3 En hyperbolisk transformation dr sammansittning av en eller flera av av-
bildningarna 73, A,, I och S.

Man kan visa att varje hyperbolisk transformation kan skrivas
az +b - a(—=z)+b
T(z) = 11 T(z) = ————
(=) cz+d O (=) c(-2)+d
dér a, b, ¢, d ar reella och ad — bc > 0. Vidare kan man visa att de hyperboliska transforma-

tionerna bildar en transformationsgrupp. Den hyperboliska geometrin &r nu invariansteorin
for gruppen av hyperboliska transformationer.

Hyperboliska linjer och vinklar

En hyperbolisk linje (h-line) ar snitt mellan H och en generaliserad cirkel, som ar vinkelrdt
mot reella azxeln.

Det finns tva typer av hyperboliska linjer. Dels
har vi (vanliga) cirkelbagar, dels linjestycken. Om 1
en cirkelbage skall vara vinkelrdt mot reella axeln

maste motsvarande cirkel ha sin medelpunkt dér. -
o Re
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Varje hyperbolisk transformation dr sammansatt av avbildningar av typen T, A,, I och S.
Dessa avbildar alla generaliserade cirklar pa generaliserade cirklar och ldmnar vinklar of6r-
andrade. De avbildar ocksa reella axeln pa sig sjilv. Darfor avbildar hyperboliska transfor-
mationer hyperboliska linjer pa en hyperboliska linjer, och lamnar dessutom vinklar mellan
sadana linjer oférandrade. Alltsa ar hyperboliska linjer och vinklar invarianta.

Det ar latt att konstatera att parallellaxiomet inte géller i den hyperboliska geometrin.
Tva h-linjer sdgs vara parallella om de saknar skidrningspunkt. Det &r klart begreppet
parallellitet &r invariant. Givet en h-linje h; och en punkt z ¢ h;, si finns emellertid
odndligt manga h-linjer genom z som ar parallella med h;. Figuren illusterar detta!

Rez

Om 2z och wy ar tva punkter sa finns precis en hyperbolisk linje A som gar igenom z
och wy. Om 2z, och wy har samma realdel a s dr h linjen Re (2) = a. I annat fall kan
man finna h genom att bilda mittpunktsnormalen pa strickan mellan z; och wy. Dar
mittpunktsnormalen triffar reella axeln skall A ha sin medelpunkt. Dess radie ar forstas
det Euklidiska avstandet fran medelpunkten till de bada punkterna z; och wy.

Det magiska dubbelférhallandet

Givet fyra olika komplex tal z1, 29, 23, 24 sa definieras deras dubbelforhallande som talet
21— 23  R2 23

(21,22,23,24) = -
21 T 24 R2 T 24

Man utvidgar definitionen genom att sitta
o0 om z; =z4 eller zo =23
(21,22,23,24) =4 0 om 2z =2z3 eller 2z =2
1 om 2z =2 eller z3 =2
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Man kan definiera dubbelférhéllandet &ven nar nagot z; 4r co. Man sétter exempelvis

21 — 23

21,29,23,00) = :
(21, 22, 23,00) p——
Dubbelférhallandet har manga viktiga egenskaper. Den viktigaste dr att dubbelférhallandet
ar invariant under hyperboliska transformationer.

Sats 2 Ldt T wvara en hyperbolisk transformation. Dd galler att (T'(z1),T(22),T(z3), T (24))
antingen dar lika med (z1, 29, 23, 24) eller med konjugaten av (z1, 22, 23, 24) -

Bevis: Det ricker att bevisa satsen fér de fyra transformationerna Ty, A,, I och S. Eftersom dubbelfor-
hallandet bara beror pa skillnaderna mellan de inblandade punkterna &r det klart att satsen giller for
translationerna T,,. Att satsen giller for transformationerna A, beror pa att dubbelférhéllandet innehaller
kvoter. Raknereglerna for konjugering ger genast satsen fér S-transformationen. Det aterstar da att visa
satsen for I-avbildningen. Det racker da att observera att

u-—-v

Q|| =

u—w

~
—~
<
A
|
~
—~~
S
A
|
g |r|e =

Dubbelférhallandets betydelse i den hyperboliska
geometrin ligger i att man kan definiera olika matt
med dess hjilp. Det géller till exempel vinklar.
Man kan visa att om h; och hy ar tva h-linjer som
skir varandra i z; och om a och b definieras som i
figuren sa ar vinkeln mellan h; och hy lika med

a = arg (a,b, 29, Zo)

Man kan ocksa visa att fyra punkter zy, 2o, 23, 24 ligger pa en hyperbolisk linje d& och endast
da (21, 29, 23, 24) &r reellt. Man kan ocksa definiera det hyperboliska avstandet mellan tvé
punkter med hjialp av dubbelférhallandet.

Definition 4 Lat z; och wy vara tva punkter i det hyperboliska planet och lat h vara
den hyperboliska linje som gar genom zy och wqy. Da definieras det hyperboliska avstandet
d(zp, wo) med hjilp av formeln

d(Z(), U)()) = log(ZOa Wy, C, b)

Om A dr en Euklidisk cirkelbage, sa dr b och ¢ &ndpunkterna pa reella axeln tagna i ordning
sa att b, zg, wo, ¢ f0ljer pa varandra nér man gar lings cirkeln. Om h dr ett lodréat linjestycke,
dvs om Re(zp) = Re(wg) = a, s& dr b = a,c = oo ifall Im(2y) < Im(wy) och b = co,c = a
ifall Im(zp) > Im(wy). O
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(Denna till synes komplicerade defintion motiveras i slutet av detta avsnitt!)

Exempel 1 Antag att zp = a +ix och wy = a + 7y. Den hyperboliska linjen genom z3 och
wy ar da ett lodrét linjestycke.

Om vi antar att < y sa skall vi enligt definitionen

tab=a,c=o00. Vifar da A
aty
. : a+1r—00 a+4+1ty—o0 1
(a+iz, a+iy, 00, a) = - : y = _y
at+tw—a a+1y—a 1T atix
Alltsa ar
a Re

d(z0, wo) = log((iy)/(ix)) = log(y/x)

Exempel 2 Antag att vi tar en punkt z; pa en hyperbolisk linje A som representeras av
en halvcikelbdge med centrum i punkten m och med radien r. Vi skall d& berdkna det
hyperboliska avstandet mellan z; och “toppen” pa halvcirkeln, alltsa punkten wy = m +ir.

Hir dr da 2o = m + rexp(ia) for nagot a.
Vi antar att 0 < o < 7/2. Da skall vi vélja
b =m +r och ¢ =m — r. Vi berdknar forst

de olika termerna i dubbelférhallandet W
0
Zg—C Wyp—C¢C a
b) = :
(Z(),’LU(), ¢, ) 20 — b wy — b z,
Vi har att zo—c = r(exp(ia)+1) och zo—b = | C |
r(exp(ia) — 1). Déarfor ar mer m mir e
20 —c  exp(ia) +1
2 —b  exp(ia) — 1
Alltsa ar
2o —c _ exp(ia/2) + exp(—ia/2) 1

2z —b  exp(ia/2) —exp(—ia/2)  dtan(a/2)
Vidare ar wg — ¢ = r(i + 1) och wy — b = r(i — 1), vilket ger

wo—c 1+1 1

wo—b i—-1 i
Detta ger till slut dubbelférhallandet

1

(20, w0, €,b) = tan(a/2)

Saledes ar avstandet mellan z; och wy lika med

d =log(1/ tan(a/2))
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Nagra resultat ur den hyperboliska geometrin

Sats 3 Vinkelsumman i en hyperbolisk triangel dr alltid mindre dn .

Sats 4 (Femte kongruensfallet) Tvd trianglar med parvis lika vinklar dr hyperboliskt kon-
gruenta. Det finns med andra ord en hyperbolisk transformation som avbildar den ena
triangeln pa den andra.

Denna sats séger alltsa att det inte finns nagra olika stora likformiga (likvinkliga) trianglar.
Det ar alltsd i princip omdjligt att bygga skalenliga modeller.

Sats 5 (Pythagoras sats) Om a,b och ¢ dr sidorna i en rdtvinklig triangel vars hypotensa
ar c, sa gdller
cosh(c) = cosh(a) cosh(b).

Projektiv geometri ar all geometri

Den projektiva geometrins punktmingd P, bestir av alla indliga punkter (dvs R?) samt
punkterna i odndligheten. Vi har i kapitlet om projektiv geometri sett att den affina geome-
trin kan ses om en delgeometri under den projektiva geometrin. Om man ndmligen betrak-
tar alla projektiva avbildningar som avbildar R? pa sig sjélv, si far man gruppen av affina
avbildningar. Pa liknande sitt kan den hyperboliska geometrin ses som en delgeometri av
den projektiva geometrin. For att forklara detta paminner vi om Cayley-Kleins modell f6r
den hyperboliska geometrin. I denna modell betraktar man alla projektiva avbildningar
som avbildar enhetsskivan 22 + y? < 1 pa sig sjilv. Dessa bildar en transformationsgrupp
som definierar den hyperboliska geometrin. I denna mening dr den hyperboliska geometrin
en delgeometri av den projektiva.

Man kan nu fraga sig vilket samband som rader mellan Cayley-Kleins modell av den hyper-
boliska geometrin och Poincarés halvplansmodell. Man kan generellare fraga sig vad som
menas med att tva modeller beskriver samma geometri eller att en modell beskriver en
delgeometri i en annan modell. Lat oss forsoka reda ut detta.

Antag att vi har tva méngder U och V. Vi ténker oss att U och V &r tva modeller av tva
geometrier. Elementen i U och V kallar vi da for punkter. Pa var och en av punktméngderna
har vi alltsa en transformationsgrupp. Pa punktméngden U har vi transformationsgruppen
F och pa V har vi transformationsgruppen G. For att jamfora geometrin (U, F) med (V, G)
tédnker vi oss att det finns en injektiv avbildning ¢ : U — V. Virdeméngden av ¢ betecknas
W. Fér varje transformation F' i F definierar vi en transformation H av W pa sig sjilv,
genom att sitta H(w) = ¢(F(u)) om w = ¢(u). Man verifierar 1att att verifiera att
méngden av all sidana transformationer bildar en grupp H. Vi sdger att (U, F) &r en
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delgeometri av (V,G), om #H ar en undergrupp av G. De bada geometrierna sigs vara lika
om ¢ &r bijektiv och gruppen H &r identisk med G.

Att den affina geometrin ir en delgeometri av den projektiva ser vi genom att ta U = R?,
V = IP, och lata ¢ vara identifikationen av punkter i R? med de éndliga punkterna i det
projektiva planet, alltsd ¢(x1, 2) = ((x1, 22, 1). D& blir W = R2. Transformationsgrupper-
na F och H sammanfaller gruppen av affina transformationer som ju utgér en undergrupp
av gruppen G av alla projektiva transformationer.

For att se att Poincarés halvplanmodell och Cayley-Kleins modell ar lika, later vi H vara
enhetsskivan och V' 6vre halvplanet. Avbildningen ¢ ser ut sa hir:

d(x,y) = x—H(yH\/l — 2?2 —y?)

Detta ar en bijektiv avbildning och man kan visa att mot varje projektiv avbildning av
enhetsskivan pa sig sjilv svarar (pa det sitt som vi beskrivit ovan) en hyperbolisk trans-
formation i halvplansmodellen (och omvént).

Féljande figur beskriver den avbildning som identifierar Caley-Kleins modell med Poincarés
halvplansmodell. I figuren reperesenterar linjen C' — K Cayley-Kleins enhetsskiva (sedd
fran sidan), H representerar halvplanet medan halvcirkelbagen representerar en halvsfir.
Koordinaterna ar valda sa att halvsfaren har centrum i origo och radien 1.

C-K (x,y)
/ (P(X,y)

(_1’0)

Kommentar om avstandsdefinitionen

Vi har inte gjort nagot forsok att forklara varfor definitionen av hyperboliskt avstand ser ut
som den gor. Definitionen ar emellertid den enda méjliga om man vill att det hyperboliska
avstandet skall vara invariant under hyperboliska transformationer. For den intresserade
foljer hér en liten (finstilt) utredning kring detta. Vi beskriver ocksd hur defintionen av
hyperbolisk area ser ut.
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Man anvinda dubbelférhallandet till att definiera hyperboliska transformationer. Om a,b, ¢ ar tre reella
tal definierar exempelvis
T(z) = (z,a,b,¢)

en hyperbolisk transformation, férutsatt att a ligger till hoger eller till vinster om bade b och ¢. Denna
transformation har egenskapen att

T(a) =1,T(b) =0,T(c) = co.

Med hjalp av denna transformation kan en godtycklig h-linje avbildas p& Gvre imagindra axeln. Figuren
visar hur det gar till

T(h)
% N ? T(z)=ixg

c b a T(b)=0 T(@=1 Re

Vi vill nu definiera det hyperboliska avstandet d(zq,wo) mellan tva godtyckliga punkter 2o, wq. Definitionen
skall goras sa att avstandet blir invariant under hyperboliska transformationer, dvs s att

(4) d(T (20), T (wo)) = d(20,wo)
for alla hyperboliska transformationer 7. Detta krav visar sig bestdmma hur d maéste se ut.

Med hjilp av transformationen T'(z) = (2, a, b, ¢) kan vi avbilda h pé positiva imaginéra axeln. Det riacker
darfor att definiera det hyperboliska avstandet mellan tva punkter pa positiva imagindra axeln. Sag att
T(z) = iz, T(wg) = 4y dér x < y. Vi ansétter da

Yy
d(iz,iy) = / S(t)dt, 0 < 7 < y < oo,

dir ¢ &r en okiind positiv kontinuerlig. Nu ger (4) att om s &r ett positivt reellt tal si &r d(isz,isy) =
d(iz,iy), dvs

d(isz,isy) = / " o)t = / ’ s(t)t.
Deriverar man bada leden med avstand pa y far srarclan ’
s¢(sy) = ¢(y)-
Med y = 1 far man s¢(s) = ¢(1), dvs

Vi méste alltsd ha vy
d(iz, iy) = k/ ~dt = klog %

Nu ar
% = (i,iy, 00,0) = (T(z0), T(wn), T(c), T(b)).
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Anvinder vi nu (4) och invariansen hos dubbelférhallandet sa far vi att
d(z07 ’LUO) =k log(ZOJ Wo, C, b)
Detta leder alltsa till var definition av hyperboliskt avstind. (Valet av konstanten k ar forstas godtycklig.)

Definitionen av hyperbolisk area gors pa foljande sdtt. Det infinitesimala hyperboliska avstandet &r
dz
Y
Det dr darfor naturligt att definiera den infinitesimala hyperboliska arean som
dzx dy
y?

Man kommer da till féljande definition.

Definition 5 Lat ) vara ett omrade i H. D& &r den hyperboliska arean av (2

arean(Q)://de;ly.

Man kan ganska, 1att visa att den hyperboliska arean dr invariant under hyperboliska transformationer dvs

arean(T(Q2)) = arean().

Man kan visa att arean av en hyperbolisk triangel r skillanden mellan 7 och vinkelsumman.



