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4 Plana geometrier

En geometri kan beskrivas enligt det program som Felix Klein satte upp 1872, (Kleins
Erlangenprogram). Man utgar fran en méngd X, vars element utgér geometrins punkter.
Pa mangden X definieras sedan en transformationsgrupp. Den tillh6rande geometrin ar da
laran om sadana objekt och begrepp som &r invarianta (oférindrade) under alla transfor-
mationer i den valda transformationsgruppen.

Ordet transformationsgrupp ar inte enbart ett ord for en méngd av transformationer vilken
som helst. Ordet har en alldeles specifik innebord. For att forklara detta maste vi definiera,
begreppen sammanséittning av tva avbildningar och invers till en given avbildning.

Om F ér en transformation (funktion) pa X med vérden i X, skriver vi F': X — X. Later
vi F7 och F), vara tva sddana transformationer kan vi definiera sammansdtiningen Fy o Fy
genom

F) o F5(P) = Fy(Fy(P))

Funktionen F' : X — X siigs vara injektiv om F(P) = F(Q) bara kan gilla om P = Q.
Funktionen ar surjektiv om det for varje @ € X finns minst ett P € X sa att F(P) = Q.
Om funktionen F' &r bade injektiv och surjektiv sigs F' vara bijektiv.

Om F : X — X &r en bijektiv transformation kan man definiera inversen F~1 : X — X
genom att sitta F~'(Q) = P om P ir det entydig bestimda element for vilket F'(P) = Q.
D4 ér tydligen F~'(F(P)) = P for alla P € X, och F(F~1(Q)) = Q for alla Q € X. Later
vi Id : X — X beteckna identitetsavbildningen (definierad genom att Id(P) = P) sa har
vi alltsa att

FloF=1Id FoF'=1Id.

En transformationsgrupp pa X &ar en mangd av bijektiva transformationer pa X, med
egenskapen att om F', F} och F; tillhor transformationsgruppen, sa giller detsamma, for
F~1 och F, o F. Det foljer att Id tillhér transformationsgruppen.

Innebérden av dessa krav dr att man skall kunna gora den ena geometriska operationen
efter den andra och att varje operation skall kunna tas tillbaka (géras ogjord).

En transformationsgrupp kan naturligtvis definieras genom att man ratt skriver upp alla
avbildningar i gruppen. Men en transformationsgrupp kan ocksa beskrivas genom att man
bara definierar de mest grundldggande avbildningarna och later transformationsgruppen
vara den minsta grupp som innehaller dessa. Det innebér att transformationsgruppen be-
star av alla ssmmanséattningar av dndligt manga av de valda grundldggande avbildningarna
och deras inverser.

I detta kapitel skall jag behandla tre olika geometrier pA mingden X = R?, nimligen
Euklides geometri, likformighetsgeometr: samt affin geometri. Dessa geometrier kommer
att definieras av var sin transformationsgrupp. Avbildningarna i den grupp som definie-
rar Euklides geometri kallas kongruensavbildningar. Likformighetsgeometrin definieras av
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gruppen av likformighetsavbildningar med den affina geometrin definieras av de affina av-
bildningarna.

Euklides plana geometri

For att definiera Euklides plana (tvadimensionella) geometri enligt Kleins program, sétter
vi X = R? och definierar transformationsgruppen som gruppen av alla kongruensavbild-
ningar.

Definition 1 En kongruensavbildning K pd R? dr en funktion K : R? — R? av formen
x»Ux+b

dir U dr en ortogonal 2 x 2-matris och b en punkt i R2.

Sats 1 Mdingden av kongruensavbildningar dr en transformationsgrupp.

Bevis: Antag att K; och K, dr tvi kongruensavbildningar. D& &r K;(x) = Ux+ b, Ki(x) = Vx+c¢
dir U och V &r ortogonala. Det foljer att

K (K3(x)) = K1(Vx+¢) =U(Vx+c)+b.

Detta ger att (K10 K3)(x) = UVx+ (Uc+b). Eftersom UV ocksa ar ortogonal, si foljer det att Kq o Ko
ar en kongruensavbildning. Vidare ar

Ki'(y)=U"'y-U""b.

Eftersom U~ = UT ocksa &r ortogonal si ser vi att dven K; ' &r en kongruensavbildning.

Innan jag gar vidare med den Euklidiska geometrin vill jag beskriva hur kongruensavbild-
ningarna ar uppbyggda.

Sats 2 Varje kongruenstransformation pd R? kan skrivas som sammansdttning av transla-
tioner, rotationer samt speglingar ¢ linjer. Ndrmare bestamt kan varje kongruensavbildning
skrivas som en sammansdtining av en eller flera av foljande standardavbildningar

xx+b (translation)

(rotation kring origo)

2 Ryx — [Cosﬁ —sinf } <

sin 6 cosf

*7 Sx = [ (1] _(1) ] x (spegling i x-azeln)
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Bevis: Kongruensavbildningen K (x) = Ux + b &r tydligen sammanséttning av translationen x — x + b
och den isometriska avbildningen x — Ux. Det racker dirfor att visa att varje isometrisk avbildning kan
skrivas som sammanséttning av en rotation och (eventuellt) en spegling i z-axeln.

Sétt Ue; = y; déir e; = (1,0). Eftersom U &r en ortogonal ar |y;| = 1. Det betyder att y; = (cos#é, sin §)
for nagon vinkel 6. Sitt nu A = R_4U. D4 &r

Ae; =R_yUe; =R_gy1 =ey.

Eftersom R_gy och U ar ortogonala &r &ven A ortogonal. Alltsd dr Aes ortogonal mot Ae; = eq, (om
ey = (0,1)). Det foljer att Aey = teq. Alltsd &r A = [eg £ e3] dvs

A=1 eller A=S.
Eftersom U = RyA foljer det att U antingen &r lika med RyI = Ry eller lika med RyS. a

Euklides plana geometri dr nu laran om sadana objekt och begrepp som &r invarianta under
alla kongruensavbildningar. Observera att man inte rér sig med nagra odefinierade begrepp.
Allt maste definieras! For varje nytt begrepp maste begreppets invarians sékersstillas.

En linje i R? definieras med hjilp av en punkt P, (med koordinatvektor x,) och en rikt-
ningsvektor v # 0. Linjen bestar av alla punkter P € R? vars koordinatvektorer x uppfyller
kan skrivas

x=x%x¢+tv,t€R.

Varje kongruensavbildning kommer att avbilda en linjer pa en (annan) line. Om némligen
K(x) = Ux+bsa dr K(xo+tv) = U(xo +tv) + b = Uxy + b + tUv. Alltsa kommer
linjen genom Py med riktningsvektorn v att avbildas pa linjen genom K (Py) med riktnings-
vektorn Uv. Detta innebér att begreppet linje dr invariant under kongruensavbildningar.
Det innebér dessutom att begreppen att en punkt ligger pd en linje eller att en linje gdr
igenom en punkt ar invarianta. Skiarningspunkten mellan tva linjer avbildas exempelvis pa
skirningspunkten mellan linjernas bilder. Aven ordningsrelationer mellan punkter pa en
linje &r invarianta. Om @ ligger mellan P och R pa en linje sa ligger K (@) mellan K (P)
och K(R).

H
Avstindet mellan tva punkter P och @ i R? definieras som talet d(P, Q) = | QP |. Kon-
gruensavbildningar ldmnar avstand invariant. Om némligen P’ = K(P), Q' = K(Q) sa ar

Q’_ﬁ’: U(Cﬁ), vilket ger att
d(P', Q) = [U(QP)| = | QP | = d(P,Q),

(eftersom U definerar en isometri). Detta visar att d(P’, Q") = d(P, Q) dvs att avstandet
ar invariant!

Vinkeln mellan tva linjer definieras som vinkeln mellan linjernas riktningsvektorer. Om tva
linjer har riktningsvektorerna u resp. v sa ér uppfyller vinkeln o mellan dem ekvationen
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(Eftersom riktningsvektorerna till linjer kan ha godtyckligt tecken, &r « inte entydigt be-
stimd. Om man s& 6nskar kan man vilja « sa litet som méjligt, dvs 0 < a < 7/2.)
Bildlinjernas riktningsvektorer Uu resp. Uv. Eftersom U é&r en isometri sa dr vinkeln mel-
lan Uu och Uv densamma som vinkeln mellan u och v. Darfér ar vinkeln mellan tva linjer
invariant under kongruensavbildningar.

Tva linjer dr parallella om deras riktningsvektorer u resp. v ar parallella, (dvs u = kv dér
k &r ett tal sa att k # 0). Kongruenstransformationen K (x) = Ux+ b kommer att avbilda
dessa linjer i tva andra linjer med riktningsvektorerna Uu resp. Uv. Eftersom u = kv har
vi att Uu = U(kv) = kUv. Darfor ar de bada bildlinjerna ocksa parallella. Begreppet
parallella linjer ar saledes invariant under kongruensavbildningar.

Begreppet triangel r en annan invariant. En triangel ABC bestar av tre punkter A, B
och C och deras sammanbindningslinjer.

Arean av en parallellogram (eller en triangel) dr dnnu en invariant storhet. Om P &r en
parallellogram och K (x) = Ux + b en kongruenstransformation, s har P och dess bild,
K(P), samma area. Arean av K(P) ar nadmligen lika med |det(U)| ganger arean av P.
Men vi vet att |det(U)| = 1, s areorna av P och K (P) &r lika.

Parallellaxiomet och vinkelsumman i en triangel

Foljande satser ar vilkidnda for lasaren. Jag tar med dem for att illustrera hur bevisen kan
se ut om man enbart anvinder sig av analytisk geometri som hjilpmedel.

Sats 3 (Parallellaxiomet) Givet en linje £ och en punkt P som inte ligger pd £, si finns
precis en linjer £1 genom P som dr parallell med £.

Bevis: Antag att P har koordinatevektorn x; och att £ har riktningsvektorn v och 1at /1 : x = x; + tu
vara en godtycklig linje genom P. D& &r ¢; och £ parallella d& och endast da u = kv. Detta visar satsen
(eftersom x = x; +tkv och x = x; + tv dr samma linje).

Sats 4 Ldt {1 och £y vara tvd parallella linjer och £ en tredje linje som skdr £1 och £y. Med
figurens beteckningar gdller da att alternatvinklarna o och § dr lika. Vidare dr summan
av komplementvinklarna @ och v lika med «.

I1 Bevis: Vinkeln 8 dr vinkeln mellan —u och —v i figuren. Detta
ger
cos(f) = (zw) - (=v) =2V _ cosa.
|—ul[=v]  |ullv|

Alltsa foljer det att 8 = a.

|
u 2
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For att visa att 8 + v = 7 antar vi for enkelhets skull att skirningspunkten mellan £ och ¢; ligger i origo.
(Det kan vi annars adstadkomma med en translation.) Att § ar vinkeln mellan —u och —v &r detsamma
som att —v ar parallell med Rg(—u). Att vinkeln mellan —v och u &r +y ger sedan att

u=R,(Rg(—u)) =R, o Rg(—u) = Rgi,(—u)
Eftersom vinkeln mellan —u och u &r 7 foljer det att 8 + v = 7. |

En direkt f6ljd av parallellaxiomet och satsen om alternatvinklarna ar att vinkelsumman i
en triangel alltid ar .

Sats 5 Lit ABC wvara en triangel och lit o, 3, vara
winklarna vid A, B respektive C'. Da dr c

at+fB+y=m

Vi ngjer oss med att beskriva beviset i en figur. A B

Kongruensfallen i Euklides geometri

Tva trianglar dr kongruenta om det finns en kongruensavbildning som avbildar den ena pa
den andra. I Euklides Elementa visas fyra satser (de s& kallade kongruensfallen), som alla
ger tillrdckliga villkor for att tva trianglar skall vara kongruenta. Vi presenterar kongru-
ensfallen i en enda sats och ger sedan ett enhetligt bevis for alla fallen.

Sats 6 Ldit ABC och A'B'C' wvara tvd trianglar och lat o, 8,7 och o, (',~" vara vinkla-
ra vid hornen A, B, C respektive A', B', C'. Lt vidare sidorna som stdr mot A, B,C vara
a, b, ¢ och sidorna som stiar mot A', B',C" vara o', V', . Antag hela tiden att b = b. Déd ar
trianglarna ABC och A'B'C" kongruenta i vart och ett av foljande fyra fall:

I od=a d=c .

II a=a, d=c .
I1I o =a, v =xy B

IAY o =a,d=a a>b a

Man kan bevisa kongruensfallen pa manga olika sitt. Vi viljer att anvinda tva principer,
vilka vi formulerar som hjélpsatser (lemmor).

Lemma 1 Ldt " vara en cirkel med medelpunkten

M och £ en linge eller en cirkel. Da skér ¢ cirkeln I’ .

1 hdgst tva punkter. Om £ skdr T" 1+ de tva punkterna

A och B och P dr en punkt ¢ det inre av cirkeln T’

pa linjen genom A och B, sa ligger P pd den sida A P B
om linjen genom A och M ddir ocksa B ligger.
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Bevis: Vi visar lemmat om £ &r en linje. Forst kan vi translatera I' och £ sa att medelpunkten hamnar i
origo. Vi kan dérefter rotera kring origo sé att £ blir parallell med z—axeln. D4 far y ekvationen 22 +y% = R?2
(dar R &ar radien) och £ far ekvationen y = c¢. For eventuella skirningspunkter giller dd y = ¢,z =
+vVR? — 2. Om P ligger pa linjen genom skirningspunkterna och dessutom innuti cirkeln, s& r P = (z, ¢)
dir 22 + ¢ < R?. Dérfor dr = tvV/R2 — 2, —1 < t < 1, vilket ger att P ligger mellan A och B. Alltsa
géller lemmat. |

Lemma 2 Lit ABC och A'B'C" vara tvd trianglar med sidorna AC och A'C' lika. Déd
finns en (entydigt bestimd) kongruensavbildning som avbildar A pé A', C pd C' och B pd
en punkt D', som ligger pd den sida om linjen genom A' och C' ddr ocksd B' ligger.

Bevis: Translatera forst A till A’ och gor sedan en rotation med A’ som centrum si att bilden av C
hamnar i C'. Om nu bilden av B ligger p4 fel sida om linjen A’C" gor en spegling i denna linje. Detta visar
existensen av den angivna kongruensavbildningen. Entydigheten Gverlamnas till l&saren.

Vi dr nu beredda att bevisa de fyra kongruensfallen. Lisaren hénvisas till figuren vid sats
6 ovan.

Bevis av kongruensfallen:

Vi antar att b = b’ och anvinder lemma 2 for att med en kongruensavbildning avbilda A pa A’, C pa C'
och B pd en punkt D’ pa den sida om linjen genom A’ och C' dar B’ ligger. Det ricker nu att visa att
D' = B

I: Antag att @ = o’ och ¢ = ¢'. Eftersom a = o/ méste D' ligga pa linjen genom A’ och B’. Eftersom ¢ = ¢’
ligger D' och B’ pé cirkeln med centrum i C' och radien ¢. Lemma 1 ger da att D' = B’.

Il: Antag att a = a’ och ¢ = ¢'. D& ligger D' och B’ bada pa cirklarna med centrum i A’ och C' med
radierna a respektive ¢. Lemma 1 ger da ater att D' = B'.

IIT: Antag att @ = o och v = 4. D& ligger D' pé skiirningslinjen mellan linjerna A’ B’ och C'B’, vilket
genaast ger D' = B'.

IV: Antag att @ = o', a = @' och a > b. D ligger D’ pé linjen A’'B’ och (liksom B') pa cirkeln med
medelpunkt i C’ och radien a = a'. Eftersom b’ < a', s ligger A’ inuti denna cirkel. Dérfor ger lemma, 1
att D' = B'. O

Likformighetsgeometri

Likformighetsgeometri (eller likformighetslira) &r en utvidgning av den Euklidiska geome-
trin. Linjer, parallella linjer och vinklar dr invarianta, men inte avstand och areor. Ddremot
ar relativa avstand (kvoter mellan avstand) och relativa areor invarianta. Likformighetsla-
ran definieras med hjéilp av en transformationsgrupp som férutom kongruenstransforma-
tioner ocksa innehaller skalférédndringar, dvs avbildningar av formen

Ayt %% sX,

dér s ar ett positivt reellt tal, (skalningsfaktorn).
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Definition 2 En likformighetstransformation L pd R? dr en godtycklig avbildning som kan
skrivas som en sammansdtining mellan translation, rotation kring origo, spegling i en linje

(t.ex. x-azeln) och en skalforindring. Varje sidan avbildning kan skrivas
s sUx + b,

ddr U ar en ortogonal matris, och s > 0!

Man visar utan svarighet att méngden av likformighetstransformationer bildar en trans-
formationsgrupp. Vidare ser man direkt att linjer avbildas pa linjer och att vinklar mellan
linjer &r invarianta. Parallella linjer avbildas pa parallella linjer. Daremot dr avstand inte
invariant. En skalférdndring kommer némligen att multiplicera alla avstand med skal-
ningsfaktorn s. Areor multipliceras pa liknande sitt med s2. Daremot &r relationer mellan
avstand och areor invarianta, vilket uttrycks i foljande sats.

Sats 7 Lat A, B,C, D vara fyra punkter i R? och L en likformighetstransformation. Dd dr

d(L(A),L(B)  d(A,B)
@ A(L(0), L)) ~ a@,p) ™7 D)

Om P och Q dr tva parallellogrammer sd dr

arean(L(P))  arean(P)

arean(L(Q)) ~ arean(Q) O™ arean(@)#0)

Bevis: Vindjer oss med att visa den forsta delen av satsen. Eftersom kongruenstransformationer lamnar
avstand invarianta, géller satsen om L dr en sddan avbildning. Det racker darfor att betrakta fallet da L

dr en skalférindring, dvs L(x) = As(x) = sx. Men da &r d(L(A4),L(B)| =|s BA | = s BA | =sd(A, B)
och d(L(C), L(D)| = sd(C, D). Detta ger (1). O

Nagra satser ur likformighetslaran

Vi nojer oss med att behandla tva ganska enkla resultat. Det forsta kallas ibland Wallis
aziom. Det har spelat en roll i samband med parallellaxiomets historia.

Sats 8 Givet en godtycklig triangel ABC och tvi punkter D och E. Dd finns en triangel
DEF sd att ABC dr likformig med ABC, (dvs det finns en likformighetsavbildning som
avbildar A, B och C pd D, E resp. F).

Bevis: Lat oss anta att D ligger i origo. (Det allménna fallet kan reduceras till denna situation med hjalp
av translationer.) Det finns en kongruensavbildning K (sammansatt av en translation och en rotation)
som avbildar A p4 D = 0 och B pé en punkt G liggande pé linjen genom D och E. Vi kan vilja K sa att
G ligger pa samma sida om B som FE gor.
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Lat nu A, vara skalforéandringen med skalningsfak- F
torn
N
_|DE] c
==
| AB |

Dé& avbildar A punkten G pé punkten E. Likformig-
hetsavbildningen L = A, o K kommer da att avbilda
A pa D,B pa E och C pa en punkt F. D4 ar saledes
triangeln ABC likformig med DEF. A B D G E

Sats 9 (De fyra likformighetsfallen) Lit ABC och A'B'C" vara tvd trianglar och lit o, 3,y
och o, 3',~" vara vinklarna vid hornen A, B, C respektive A', B', C". Lt vidare sidorna som
star mot A, B, C wvara a, b, c och sidorna som stir mot A, B',C" vara a',V', . Antag hela

tiden att b och b dar proportionella sd att b/ = sb , ddr s dr ett givet positivt tal. Dé dr
trianglarna ABC och A'B'C" likformiga i vart och ett av foljande fyra fall:

I o =a, ¢ =sc A
II a = sa, ¢ = sc )
C
111 o =a, V=7
v o =a«, d=sa a>b A
B C

Bevis: Efter en translation kan vi anta att A ligger i origo. Skalférandringen A, kommer att avbilda
triangeln ABC pé triangeln A" B"C", dar A" = A. Om vinklarna och sidorna i A"B"C" ar o", 8",+"
respektive a”,b", ", s& giller o” = a, 8" = B och "' = v samt a" = sa, b" = sb och ¢" = sc. Darfér har
viatt b =b'.

V&lj nu ett av likformighetsfallen I-IV. Enligt motsvarande kongruensfall &r trianglarna A'B'C' och
A"B"C" kongruenta. Eftersom A" B"C" &r likformig med ABC (enligt konstruktionen) s& foljer det att
ABC ér likformig med A'B'C". d

Affin geometri

Nér vi inforde likformighetsldran i foregaende avsnitt utokade vi den Euklidiska geometrins
kongruenstransformationer genom att ligga till alla skalférindringar (xy, z3) — s(x1,22) =
(sx1, sxe). Det dr da viktigt att observera att vi dndrar skalan med samma skalfaktor s i alla
riktningar. Vi skall nu acceptera olika skalfaktorer i olika riktningar, genom att exempelvis
acceptera avbildningar av formen (z1,x2) — (S121, S2%2), ddr man har olika skalfaktorer i
koordinataxlarnas riktningar. Nu kan man naturligtvis vilja ha olika skalfaktorer i andra
riktningar &n just axlarnas. Dérfor skall vi nu betrakta generella linjira avbildningar s

Mx.

Den affina geometrin pa R? definieras med hjilp av gruppen av alla affina transformationer
dvs alla avbildningar av formen
x% Mx + b,
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dir M &r en inverterbar 2 x 2-matris och b en vektor i R2. Foljande lemma spelar en viktig
roll i den affina geometrin.

Lemma 3 Givet tvd trianglar ABC och A'B'C' sd finns en entydigt bestamd affin avbild-
ning F, sidan att F(A) = A", F(B) = B' och F(C) = C".

Bevis: Om u,v och u’,v' dr tvd par av icke-parallella vektorer s finns en entydigt bestimd matirs M
som avbildar u pa u’ ocu v pa v', niimligen M = [u’ v'][u v]~'. Vi anviinder detta med

— — — —
u=AB, v=AC, u =A'B', v =A'C'

Vi definierar da den affina avbildningen F' genom att sétta
— —
F(x) = M(x— OA)+ OA’

— — — — — —
Det &r da latt att verifiera att F(OA) =0A', F(OB) =0B' och F(OC) =0C", dvs att F avbildar4, B,C
pa A', B' resp. C".

2

Det &ar klart att linjer avbildas pa linjer och att relationer som ” punkten A ligger pa
linjen ¢” eller ” linjerna ¢; och ¢ skir varandra i punkten A” bevaras under affina trans-
formationer. Samma sak kan sidgas om ordningsrelationer som ”punkten B ligger mellan A
och C”. Tillhérighetsrelationer och ordningsrelationer &r med andra ord invarianta under
affina transformationer och tillhér darmed den affina geometrin. Vinklar, ddremot, 1am-
nas inte oférindrade av varje affin avbildning. Inte heller avstand eller relativa avstand
mellan godtyckliga punkter. Daremot ar relativa avstind mellan punkter pa en linje inva-
rianta. (Detta &r naturligt eftersom en affin transformations restriktion till en linje r en
likformighetsavbildning.) Lat oss precisera detta.

— —
Definition 3 Ldit A, B och C wvara tre punkter pd en linje. Om AB= X ACoch A # C

skriver vi

AB
/\ == —
AC
Vi kallar X for det relativa avstindet (med tecken) mellan A, B och A,C. [l

Relativa avstand mellan punkter pa en linje &r invariant under alla affina avbildningar. Lat
namligen A, B, C vara tre punkter pa en linje och sitt A’ = F(A) B'=F(B),C'=F(C)
H

dir F(x) = Mx+b ar en godtyckhg affin avblldnlng Da &r A’B’ M(z@) och A'C'=
_)
M(AC). Om saledes AB= \ AC far vi att AB= A A’C’ sa att

— —
A'B"  AB
_— = =
ACr AC
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Relativa areor ar ocksa invariant under affina avbildningar. Lat ndmligen P och @) vara
parallellogrammer och F'(x) = Mx + b en affin avbildning. Da dr arean av F'(P) av bilden
F(P) lika med |det(M)| ganger arean av P. Darfor ar

arean(F(P)) _ arean(P)
arean(F(Q)) arean(Q)

Nagra resultat ur affin geometri

Lat A och B vara tva punkter och lat C' vara mittpunkten pa strickan AB. Att C &r
mittpunkten innebar att

N
CA
- =
CB

Eftersom relativa avstand lamnas oforandrade under affina transformationer ar saledes

begreppet mittpunkt (affint) invariant. Om A’, B’, C' &r bilderna av A, B resp. C under en
affin avbildning kommer C att vara mittpunkt pa strackan A'B’.

Vi skall visa en vilkidnd sats om medianerna i en triangel. Som bekant dr en median i en
triangel en linje som sammanbinder ett horn med motstaende sidas mittpunkt. Darfor ar
begreppet median affint invariant.

Sats 10 De tre medianerna i en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis: Lat ABC vara en given triangel. Enligt lemma 2 kan vi finna en affin avbildning F', som av-
bildar ABC péa vilken annan triangel som helst, till exempel p& den liksidiga triangel vars horn &r
(—=v3,-1),(v/3,-1) och (0,2). Av symmetriskiil (eller med hjélp av en enkel kalkyl) ser man att me-
dianerna i denna liksidiga triangel att skiira varandra i en punkt (hir origo). Eftersom skirningspunkter
mellan linjer &r affint invarianta, s& foljer det att medianerna i triangeln ABC skir varandra i punkten
D = F1(0). Figuren illustrerar beviset.

A B A B

Satsen om medianernas skiarningspunkter kan bevisas pa manga sitt, t.ex. genom att an-
vanda enbart likformighetsteori eller med enkel vektorrdkning. Det valda beviset illustrerar
emellertid en generell metod som kan beskrivas sa hir.

Vi vill visa en geometrisk sats. Forst fragar vi oss vilken geometri som satsen ingar i. Det
ar detsamma som att fraga efter vilka transformationer som lamnar satsens geometriska
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begrepp oférandrade. Direfter anvinder vi en av dessa transformationer for att Gverfora
satsen till en situation i vilken man kan rdkna sig fram till att satsen giller. Darefter
anviander man den inversa transformationen for att komma tillbaka till den generella satsen.
Beviset av satsen om medianernas skidrningspunkter illustrerar metoden.

Det ar viktigt att identifiera vilka transformationer som lamnar satsens utsagor oféréandra-
de. Lat oss till exempel tdnka pa den sats som séger att hdjdernai en triangel skir varandra
i en punkt. Eftersom en hojd i en triangel &r en linje genom ett horn, vilken skir motstaen-
de sida under rdt vinkel, s ar begreppet hojd inte affint invariant. Den nimnda satsen om
hojderna i en triangel kan alltsa inte bevisas med hjilp av affina transformation. Det &r
med andra ord inte en sats inom affin geometri. Daremot tillhor satsen likformighetslaran,
eftersom likformighetsavbildningar ldmnar vinklar oférandrade.

Lat oss illustrera med en annan sats ur den affina geometrin

Sats 11 (Menelaos sats) Lit ABC wvara
en triangel och P,Q,R punkter pd lin-
jerna genom A, B genom A,C resp. ge-
nom B, C'. Om ingen av punkterna P,Q, R
sammanfaller med triangelns hérn sd lig- R
ger P,Q, R pd en linje dd och endast dd

— - —
PA RB QC A B P
6= — == =1

PB RC QA

Bevis: Vi transformerar triangeln ABC till triangeln A'B’'C’' med hérn i (0,0), (1,0) och (0, 1) med hjalp
av en affin avbildning. D& kommer @ att avbildas pa @' = (0,y) och P att avbildas pad P’ = (z,0). Punkten
R avbildas pa en punkt R’ pa linje genom (1,0) och (0,1), vilket innebér att R’ = (1 —t,t) for nagot ¢.
Observera att forutsdttningarna i satsen ger att inget av talen z,y,t kan vara 0 eller 1.

Villkoret for att R’ ligger pa linjen genom @’
c=(01) och P' dr att (1 —t,t) = (z,0) + A(—=z,y) =
((1 = Nz, \y). Detta dr ekvivalent med att
Q=(0y) t=My,1—t=(1-Na=.
R=(1)

Eliminerar man A ser man att detta i sin tur
ar ekvivalent med att

A'=(0,0) B'=(1,0) P'=(x,0) (1) t _(Q-z)y

Nu ar
— — —
_ P'A" R'B Q'C' — -t 1-y

o' = . . .
p/_é/ R'—é' Q'—;‘l' l—-2 1—-t —y

Saledes dr (1) ekvivalent med att 6’ = 1. Eftersom relativa avstand &r invarianta under affina transforma-
tioner dr detta ekvivalent med att § = 1. |
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Hierarkier av olika geometrier

Till en transformationsgrupp hor en geometri i vilken man studerar de begrepp som &r
invarianta. Om man utokar transformationsgruppen genom att ligga till nya transforma-
tioner far man en ny geometri. Varje begrepp som &r invariant under den nya, utokade,
transformationsgruppen ar naturligtvis ocksa invariant under den ursprungliga, mindre,
gruppen, men det kan hinda att vissa begrepp som &r invarianta fér den mindre gruppen
inte ar det for den storre gruppen. Vi sag detta till exempel nér vi utokade gruppen av kon-
gruensavbildningar genom att lagga till skalférdndringar. Vi fick da den storre gruppen av
likformighetsavbildningar, vilka inte lamnar avstand invarianta, medan kongruensavbild-
ningar ju gor det. Det ar alltsa sa att ju storre transformationsgrupp desto fiarre invarianta
begrepp. A andra sidan kan man gora fler operationer pa de invarianta begrepp som ater-
star, eftersom man har fler transformationer att tillga. Vi sag detta i beviset av Menelaos
sats, dér vi gjorde en transformation av den givna triangeln som &dr forbjuden i t.ex. den
Euklidiska geometrin.

Vi har i detta kapitel diskuterat tre olika geometrier, den Euklidiska, likformighetsgeome-
trin och den affina geometrin. Den forstndmnda definieras med hjélp av kongruenstrans-
formatioener (translation, rotation och spegling), den andra av likformighetsavbildningar
(dvs kongruensavbildningar och skalférindringar), den tredje av alla affina avbildningar.
Varje kongruensavbildning ar ocksa en likformighetsavbildning och varje likformighetsav-
bildning &r en affin transformation. Darfor ar varje begrepp som &r invariant under alla
affina avbildningar ocksa invariant under alla likformighetsavbildningar och alla kongru-
ensavbildningar. Vi visar ett litet schema o6ver olika begrepp som vi har behandlat och
anger for varje begrepp om det dr invariant eller inte.

Euklidisk g. Likformighetsg. Affin g.

linjer invariant invariant invariant
relativa avstand pa en linje invariant invariant invariant
relativa avstand invariant invariant ej invariant
vinklar invariant invariant ej invariant
avstand invariant ej invariant ej invariant
areor invariant ej invariant ej invariant

Vi kan saledes infora en hierarkiska ordning mellan olika geometrier genom att siga att
en geometri &r underordnad en annan om den transformationsgrupp som definierar den
forsta geometrin dr inkluderad i den grupp som definierar den andra geometrin, eller om
(ekvivalent) méngden av invarianta objekt for den férsta (underordnade) geometrin omfat-
tar méngden av invarianta objekt for den andra geometrin. Saledes dr Euklides geometri
underordnad likformighetsldran som i sin tur dr underordnad den affina geometrin. Den
affina geometrin dr i sin tur underordnad den projektiva geometrin som vi skall behandla
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senare. Det finns geometrier som &r underordnade den Euklidiska. Man kan ocksa ha and-
ra hierarkier av geometrier. Under den projektiva geometrin finns méanga olika geometrier,
t.ex. den hyperboliska geometrin och den elliptiska geometrin. Observera att varje sats som
ar sann i en viss geometri ocksa dr sann i alla underordnade geometrier.

Geometri i det komplexa talplanet

Vi har valt att anvinda R? som punktmingd nir vi definierat olika plana geometrier. Det
hade varit mojligt att vilja det komplexa talplanet € som punktméngd. T sjilva verket
kan man ju identifiera R? med C, eftersom punkterna i C (de komplexa talen) bestar av
alla tal av form z + 7y, z, y reell, svarande mot punkten (z,y) € R?. Vissa detaljer i den
tidigare framstillning blir enklare i komplexa talplanet, andra blir mer komplicerade. I
var senare diskussion om hyperbolisk geometri kommer det emellertid att vara betydligt
enklare att arbeta i C. Vi skall darfér hér beskriva den Euklidiska geometrin och likfor-
mighetslaran sadan som den ser ut i komplexa talplanet. Det ricker da att beskriva hur
kongruensavbildningar och likformighetsavbildningar ser ut.

En translation i komplexa talplanet dr en avbildning av formen z — z + b, dér b ar ett fixt
komplext tal. Detta svarar precis mot translation i R?.

En rotation (kring origo) ar en avbildning av formen
2z ez

Hir ir e = cosf + isinf. Man overtygar sig litt om att detta svarar mot rotation med

vinkeln 6 i R

Spegling i reella axeln (z-axeln) dr avbildningen

Z—=Zz

déar z ar det konjugerade komplexa talet (alltsd z = = — iy om z = z + iy). For framtida
bruk noterar vi att z — —Z dr spegling i imaginéra axeln (y-axeln).

En kongruenstransformation pa C ar en sammansittning av en eller flera av ovan nimnda
tre avbildningstyper. Detta ger alla avbildningar av formen

2 ez 4+b eller 2z ez +b.

Sitter vi a = € sa far vi (eftersom [e?®| = 1) att en kongruensavbildning pa C har
utseendet
z—=az+0b eller z+—azZ+b

dér a ar ett komplext tal med belopp 1, (Ja|] = 1) och b &r ett godtyckligt komplext tal.

Skalférindringari R? svarar mot avbildningar av formen z + sz dér s &r reellt och positivt.
Satter vi samman en sadan avbildning med en kongruensavbildning far vi en avbildning
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av formen z — saz + b eller z — saZ + b, dir |a| = 1. Om vi hér ersitter sa med a far vi
saledes avbildningar av formen

z—=az+b eller z—az+b

diar nu a # 0. Dessa avbildningar ar likformighetstransformationerna pa C.
Som bekant kan varje komplext tal z # 0 skrivas i polar form

0

z=r€e" =rcosf+irsinf

Om z =z + iy ar r = /22 + y? = |2| (beloppet av z) och z = rcosf,y = rsinf. Vinkeln
f kallas argumentet f6r z och skrivs

0 = arg (z).

Om z = re? och w = se' #r tva komplexa tal (bada # 0) kallas |0 — | for vinkeln mellan
z och w. Detta svarar mot definitionen av vinklar mellan vektorer i R?.

Liksom i R? kan linjer i C beskrivas i parameterform med hjilp av en punkt 2, pa linjen
och en riktning v (ett komplext tal # 0). Linjen bestéar av alla z = 25 + tv. Vinklar mellan
tva linjer definieras som vinkeln mellan linjernas riktningar. Det &ar klart att linjer och
vinklar mellan linjer dr invarianta under likformighetsavbildningarna.

Affina avbildningar kan skrivas
z—=az+bz+c

dér a,b, ¢ ar godtyckliga komplexa tal sddana att |a| # |b|.



