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5 Projektiv geometri

Den projektiva geometrin kan ses som en utveckling av rendssansens centralperspektiv.
Konstnérer placerar sitt skarpa 6ga i en fix punkt, spdnner upp en (transparant) duk
framfor sig och borjar teckna motivet. Fran en punkt i motivet 16per en tankt linje till
konstnérens 6ga. Dar denna linje moter duken satter konstnéren en punkt. Detta ar bilden
av den verkliga punkten i motivet.

\

L&t oss anta att konstnirens 6ga placeras i origo i R? och att hans mélarduk representeras
av planet 3 = 1. Om da x = (1, %2, z3) dr en punkt i motivet och P dess bild pa duken
_),

sa giller OP= tx, dir ¢ skall véljas s& att tredjekoordinaten far virdet 1, dvs ¢ = 1/x3.

o,
Det betyder att OP= (1/x3)x. Den centralperspektiviska projektion (centralprojektionen)

C ar nu avbildningen x — P, dvs
1

C(x) = - X.

Hér maste naturligtvis z3 # 0. Punkterna i planet 23 = 0 (dvs punkterna i det med duken
parallella planet genom origo) saknar av naturliga skil en bild under centralprojektionen.
Lat oss nu undersoka bilderna av punkterna pa linjen L : y = x 4+ tv, dér vi antar
att vs # 0. Punkterna y pa L kommer att avbildas pa en rit linje i projektionsplanet,
nidmligen den rita linje som &r snittet mellan det plan genom origo som innehaller L och
projektionsplanet. Enda undantaget &r férstas den punkt y vars tredjekoordinat ar y3 = 0.
Denna punkt saknar ju bild. Om y3 = x5 + tvg # 0 ar tydligen

1
Cly) = —— (&1 + tvy, x9 + tvg, x3 + tug).
(¥) m3+tv3( 1 1, L2 2,3 3)
Dé t — oo konvergerar C(y) mot é(vl, ve, v3). Detta dr punkten H i figuren. Punkterna péa
en rit linje L med riktningsvektorn v kommer alltsa att avbildas i punkterna pa en rat linje
genom “flyktpunkten” H. Detta giller for alla punkter pa L utom den som ligger i planet
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x3 = 0, dvs det plan genom projektionscentrum som ar parallellt med projektionsplanet.
Dessutom forutsitts det att v # 0, dvs att linjen L inte &r parallell med projektionsplanet.

Observera att vi inte bara projicerar punkter bakom duken, (projektionsplanet). Vi proji-
cerar alla punkter i R*, (utom projektionscentrum).

Om z3 # 0 kommer varje punkt pa linjen genom 0 och x (utom 0) att ha samma bild,
punkten P i figuren. Lat oss nu undersoka vad som hénder da z3 — 0. Vi har att

C(x) = ix — <ﬂ’ Q’ 1) = (0,0,1) + i(ﬂh,ﬂ?z,O).

€3 xr3 T3 €3

Det betyder att C(x) ligger pa linjen genom (0,0, 1) med riktningsvektorn (zi,z3,0). Om
x3 — 0 (fran hoger eller vénster) gar z3 mot +00. Man kan séga att C(x) gar mot oénd-
ligheten i riktningen (z1, x9,0).

Hir foreligger tydligen tva likartade situationer. Om vi & ena sidan i R? féljer en linje med
riktningsvektorn v ut mot odndligheten sa kommer bilden att ndrma sig flyktpunkten H.
Denna ér sa att siga bilden av “punkten i odndligheten” i riktningen v. (Vi antar vz # 0!)
A andra sidan, om vi féljer bilden av x da x5 — 0 s& kommer denna bild att gi mot
oandligheten i riktningen (zi, z5,0). Punkterna i planet z3 = 0 svarar pa detta sitt mot
“punkter i odndligheten” i projektionsplanet.

Centralprojektion, som avbildning av R3 \ {0} till planet x3 = 1, &r uppenbarligen inte
en-entydig. Tva punkter pa samma linje genom origo har ju samma bild. Darfér ar det
naturligt att studera alla punkter som har samma bild, dvs alla punkter pa en linje genom
origo, (med origo sjilv undantagen). En linje genom origo, med origo sjélvt borttagen,
kallas en strdile. Varje strale bestdms av en riktningsvektor x, men en strale kan beskrivas
av olika riktningsvektorer. Samma strale bestdms av px dar p # 0. Om x3 # 0 s& avbildas
alla stralens punkter pd punkten P = é(xl,@,xg,) i projektionsplanet 7 (dvs planet
x3 = 1). Vi skall nu utvidga projektionsplanet genom att tillfoga “punkter i odndligheten”,
vilka skall svara mot (vara bilder av) stralar i planet z3 = 0. Dérefter skall vi utvidga
definitionen av centralprojektionen, sa att varje strale far en en-entydig motsvarighet i det
utvidgade planet.

Det projektiva planet P,

Vi skall nu beskriva en modell fér den projektiva geometrin. Forst diskuterar vi modellens
punkter.

En strile i R? &r en godtycklig linje genom origo (med origo sjilv borttagen). Om stralen
har riktningsvektorn x # 0 sa kallas x stralens homogena koordinater.

Observera att om x dr homogena koordinater for en strale sa ar px, p # 0 ocksa homogena
koordinater fér samma strale.
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Definition 1 En projektiv punkt ar en strale. Mangden ®
av alla projektiva punkter utgor det projektiva planet
P,. Varje projektiv punkt P beskrivs med sina homo-
] (¢]

gena koordinater x = (1,9, z3) (eller px, p # 0). Om
x3 = 0 kallas P for punkten © odndligheten i riktning-
en (x1,22,0). Om z3 # 0 dr P en wvanlig punkt och vi

identifierar P med punkten (ﬂ, ﬁ, 1

] P

) i planet 3 =1

n

xr3 I3

Det finns saledes tva typer av punkter i det projektiva planet Py, vanliga punkter och
punkter i odndligheten. En vanlig punkt har homogena koordinater x = (z1, 2y, x3) dér
z3 # 0. En sddan punkt P kan identifieras med punkten (&1,&,1) (i projektionsplanet
x3 = 1), dir & = z1/x3, & = 9/x3. En punkt i oéndligheten har homogena koordinater
med z3 = 0. En siddan punkt identifieras med vektorn (&, &, 0), dir & och & &r tal sa att
&1 = pxy, & = pxy for nagot p # 0. Vi skriver

P = (&,&,1) om P &r en vanlig punkt.
P =(&,&,0) om P &r en punkt i odndligheten.

Vi 6vergar nu till att definiera begreppet projektiv avbildning. Lat T vara en bijektiv linjar
avbildning pa R?, given av den inverterbara 3 x 3-matrisen A . Till en projektiv punkt
P med homogena koordinater x, kan vi nu ordna den projektiva punkt () vars homogena
koordinater &r y = Ax. Detta ger upphov till en bijektiv avbildning Fp : Py — P5 som
avbildar P pa ). En sadan avbildning kallas en projektiv avbildning. Mangden av sadana
avbildningar bildar en transformationsgrupp, eftersom Fp o Fg = Fap och F ;1 = Fp1.
Lat oss illustrera idé i en figur:

-

o I
o O

projektiva projektiva
planet planet

Den projektiva geometrin dr nu ldran om vad som &r invariant under alla projektiva av-
bildningar. Vi boérjar med att studera projektiva linjer.
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Projektiva linjer

En projektiv linje bestdms av tva projektiva punkter. Varje projektiv punkt &dr bild under
centralprojektion av en strale genom origo, (i R?). Tva stralar genom origo bestdmmer ett
plan genom origo. Ett sadant plan bestdms av sin normal y. Planets ekvation ar da

(1) Xy =T1Y1 + Toy2 + T3y3 = 0.

Vi gor darfor foljande definition.

Definition 2 En projektiv linje £y, y # 0 bestar av alla projektiva punkter, vars homogena
koordinater x uppfyller sambandet (1). Varje vektor py, p # 0 kallas den projektiva linjens
homogena koordinater.

Om z3 # 0 ar (1) ekvivalent med y;1& + y2& +y3 = 0, dir §; = z;/x3. Detta &r ekvationen
for en vanlig linje, utom i fallet y; = yo = 0. Sambandet (1) uppfylls dessutom om z3 = 0
och z1y; + 22y, = 0. Det innebér att (1) ocksa géller fér punkten i odndligheten (&, &, 0)
om &y + &y = 0. Alltsd ar den projektiva linjen £y, ar en vanlig linje kompletterad med
en punkt i odndligheten

[0 0] 00}

(€ €,0 | € &5 D) € £, 0)

Om y; = yo = 0 ger sambandet (1) att x5 = 0. I detta fall bestar ¢, tydligen enbart av
punkter (z1,x2,0), dvs av punkter i odndligheten. Vi séiger da att ¢y, ar linjen i oindligheten.

Sats 1 En projektiv transformation avbildar en godtycklig projektiv linje pa en projektiv
linge.

Bevis: Lat £y, vara en projektiv linje och Fp en projektiv transformation. En projektiv punkt P med
homogena koordinater x ligger pa £y d& och endast d& y - x = 0 dvs y'x = 0. Bilden Q = Fa (P) har de
homogena koordinaterna Ax. Nu &r

y-x=yx=yTA'Ax =2TAx =z - (Ax), om z=(A"1H)Ty.

Dérfor &r y - x = 0 ekvivalent med z - (Ax) = 0. Men detta innebar P € £y, da och endast da @ € £, dvs
Fp (fy) =/,. O

Satsen ovan visar att begreppet projektiv linje dr invariant under projektiva avbildningar.
Det ar latt att overtyga sig om att begreppet skirningspunkt mellan linjer ocksa dr invari-
ant (skirningspunkt avbildas pa skirningspunkt). Aven ordningsrelationer mellan punkter
bevaras under projektiva avbildningar. Observera ocksa foljande viktiga sats (som inte
giller i den Euklidiska geometrin):
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Sats 2
(a) Genom tvé olika projektiva punkter gar precis en projektiv line.

(b) Pé tvé olika projektiva linjer ligger precis en projektiv punkt.

Bevis: (a) Lat a,b vara homogena koordinater for tva olika projektiva punkter. Detta innebdr att a
och b ir icke-parallella. Déarfor &r n = a x b # 0. Den projektiva linjen ¢,, gar nu genom a och b, ty
n-a=0,n-b = 0. Om en projektiv linje £, gar genom a och b maste y-a = 0,y - b = 0, vilket ger
y = pn. Detta innebér emellertid att £y, = . Alltsa foljer (a).

(b) Om a och b dr homogena koordinater for tva olika projektiva linjer sa &r a och b icke-parallella. Att en
projektiv punkt med homogena koordinater x ligger pa bada dessa linjer &r ekvivalent med att x = pa x b.
Detta ger (b)

Lat oss stilla samman nagra av de hittills gjorda definitionerna.

P, (projektiva planet) R? R?

begrepp definition koordinater

punkt strale genom origo x = (&1, T2, x3) (riktningsvektor)
linje plan genom origo n = (ny, ng, n3) (normal)

punkt i co strale 1 planet 3 = 0 x = (1, x2,0)

linjen i oo planet z3 =0 n=(0,0,1)

andlig punkt strale som inte ligger i z3 =0  (x1, 29, 1)

transformation bijektiv linjar avbildning x — pAx

Jamforelse mellan projektiva och Euklidiska linjer

Skarningspunkten mellan tva projektiva linjer kan vara en punkt i odndligheten. Betrakta
de bada projektiva linjerna

a1z + agre + brs =0

ly a1y + agxy + cxr3 =0
dar (a1,a2) # (0,0), och b # c. Detta svarar mot tva vanliga parallella linjer, men i

det projektiva planet finns inga parallella linjer. Man kan da fraga sig var ¢; och /5 skir
varandra?

Svaret &r enkelt! De skir varandra i en punkt i odndligheten. Ty om x dr homogena
koordinater for skirningspunkten dr x ortogonal mot bade (a1, as,b) och (ay,as,c). Det
innebér att x &r proportionell mot

(a1, a9,b) X (a1, as,c) = (¢ — b)(ay, —ay,0).
Skéarningspunkten dr alltsd punkten i odndligheten (ay, —aq,0).

Analogt bestdmmer en vanlig punkt och en punkt i odndligheten en entydigt bestidmd
projektiv linje.
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| -

I (al, = 0)

Lat oss jamfor det Euklidiska planet F med det projektiva planet Ps.

Euklidiska planet Projektiva planet

En linje har riktningsvektorn v En linje gar genom oéndlighetspunkten i riktningen v
Tva linjer ar parallella Tva linjer skir varandra i odndligheten

Tva linjer ar icke-parallella Tva linjer skir varandra i en dndlig (vanlig) punkt.
Dualitet

Observera de bada utsagorna
(a) genom tva olika projektiva punkter gar precis en projektiv linje.
(b) pa tva olika projektiva linjer ligger precis en projektiv punkt.

Om man i den forsta utsagan byter ut ordet “punkt” mot “linje” och ordet “linje” mot
“punkt” och ersitter “gar genom” med “ligger pa”, s4 far man den andra utsagan. Med
samma byte far man den forsta utsagan ur den andra. Denna dualitet finns inbyggd redan
i definitionen av projektiv linje, eftersom en vektor x # 0 kan uppfattas antingen som
homogena koordinater for en (projektiv) punkt eller fér en linje.

Samma dualitet (utbytbarhet) finns i en triangel,
(oavsett om den dr en vanlig triangel eller en pro-
jektiv sddan). Antag att triangelns horn &r A, B, C ¢ b
och de linjer som sammanbinder hérnen ar a, b, c.
Vi kan da séga att A ligger pa b och ¢ och (dualt)
att a gar genom B och C. B

a C
Triangeln &r en sjilvdual figur dvs man kan byta ut “punkt” (hérn) mot “linje” (samman-
bindningslinje), “linje” mot “punkt” och orden “ligger pa” mot “gar genom”. Vi kan alltsa
tala om triangeln ABC' lika vél som triangeln abc.

Lat oss peka pa nagra andra duala samband.

e Mot origo med de projektiva koordinaterna (0,0, 1) svarar linjen i odndligheten med
de projektiva koordinaterna (0,0, 1).

e En punkt x i odndligheten karakteriseras av att x3 = 0, medan en linje ¢,, genom
origo uppfyller ekvationen ng = 0.

o Att tre projektiva punkter xi, Xy, X3 ligger pa en projektiv linje dr ekvivalent med
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att det[x; x5 x3] = 0, vilket dualt svarar mot att tre linjer £y, , £y, , £n, skir varandra
i en punkt eller ekvivalent att det[n; ny ng] = 0.

Dubbelforhallandet

Projektiva avbildningar foréndrar avstand och vinklar. Det dr uppenbart eftersom redan
affina avbildningar gor det. Projektiva avbildningar féréndrar dven relativa avstand mellan
punkter pa en linje. Det finns emellertid en dubbel avstandsrelation som &r invariant, det
s.k. dubbelférhdllandet. Om A, B,C, D ir fyra punkter pa en linje i R? definieras deras
dubbelférhallande (A, B, C, D) genom

CA CB
(2) (A,B,C,D): ey : —_— -
DA DB
Om linjen dar punkterna A, B, C, D ligger har riktningsvektorn v och
— — — —
(3) OA= Xo + )\1V, OB= X + )\QV, oC= Xg + )\3V, OD= Xo + )\4V
sa ar

A — A3 Aa— A3
4 A B D) = :
() ( ’ ,C’ ) )\1_A4 AQ_)\4

Det ar en bagatell att med hjilp av detta uttryck konstatera att dubbelférhallandet mellan
fyra punkter pa en linje i R? inte indras om man utfoér en bijektiv linjir funktion, dvs

(5) (T'(A),T(B),T(C), T(D)) = (4, B,C, D)

om T dr en godtycklig bijektiv linjir avbildning. Om linjen dir punkterna ligger inte ar
parallell med standardplanet z3 = 0 och ingen av de givna punkterna ligger i detta plan,
sa kommer centralprojektionen C inte heller att paverka dubbelforhallandet. Under de
beskrivna villkoren géller alltsa att

(6) (€(A),€(B),C(C),C(D)) = (4, B,C, D)

Det &r en tdmligen charmlds rarikning att verifiera detta. Darfor ar det naturligt att
definiera dubbelférhallandet i det projektiva planet Py pa samma sétt som ovan, (dvs med
formlerna (2) och (4)). Sérskilt formeln (4) dr ldmplig, ty denna kan anvindas for att
berdkna dubbelforhallandet d&ven om nagon av punkterna &dr odndlighetspunkten pa den
givna projektiva linjen. Om till exempel B &ar punkten i odndligheten later vi Ay — oo i
(6) och later det uppkomna grénsvirdet (A — A3)/(A1 — A4) definiera dubbelférhallandet
(A,B,C, D).

Sats 3 Projektiva avbildningar [imnar dubbelforhallandet © det projektiva planet invariant.
Om saledes A, B, C, D dr fyra projektiva punkter pa en projektiv linje och F' dr en projektiv
avbildning, sa galler

(F(A),F(B),F(C),F(D))=(A,B,C,D)
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Bevis: Lat F vara definierad av den bijektiva linjira avbildningen T pa R? och 14t oss for enkelhets skull
anta att A, B,C, D och dess bilder F'(A), F(B), F(C), F(D) alla ar dandliga punkter. Vi kan da identifiera
A, B,C,D med punkter i R3, vilka ligger pa en linje i planet x3 = 1. D4 ligger T'(A),T(B),T(C),T(D)
ocksé pa en linje i R?, men kanske inte i planet z3 = 1. Punkterna F/(4), F(B), F(C), F(D) kan identifieras
med centralprojektionerna av T'(A), T(B), T(C),T(D), dvs
F(A) =C(T(A4)),F(B) =C(T(B)), F(C) =C(T(C)), F(D) = C(T (D))
Saledes ger (6) att
(F(A), F(B), F(C), F(D)) = (C(T(A)),C(T(B)),C(T(C)),C(T(D))) = (T(A),T(B), T(C),T(D))

Med hjalp av formel (5) foljer nu resultatet.

Exempel 1 Lat oss ta ett exempel pa en anvindning av dubbelférhallandet.

Framfor oss ligger en sliatt. En rak vig leder bort
mot horisonten. Vid vigkanten ser vi tre stenar
A, B,C. Vi vet att det exakta avstandet mellan A
och B ar 2 km och vi vill veta avstandet x mellan B
och C. Till vart férfogande star ett fotografi, tagit
med en kamera av det ofortjint okdnda mérket
CP-ezacta (som tar centralperspektiviskt exakta
foton).

Genom att méta pa bilden finner vi att avstanden i bilden &r A’B’ = lcm, B'C’ = 0.7cm

och C'"H = 1.2cm. Har ar H flyktpunkten dvs bilden av punkten D i oéndligheten i den
verkliga vigens riktning. Nu ger formeln fér dubbelférhéallandet (2) att

24

horisont

(A,B,C,D) =

10407 07
S 10407+1.2°07+12
Enligt formeln (6) ar dessa tva dubbelférhallanden lika, vilket ger
2+«

T

(4',B',C', H) 1.59

= 1.59

varav £ = 3.38. Darmed har vi funnit det sokta avstandet.

Analys av projektiva avbildningar

Vi skall titta lite ndrmare pa hur projektiva transformationer ser ut. Lat P ha homogena
koordinater x = (z1, 9, x3). Da har dess bild @ = Fa(P) de homogena koordinaterna Ax
men ocksa de homogena koordinaterna y = pAx, (p # 0). Om elementen i matrisen A &r
ar, sa ar tydligen

Y1 = p(an 1 + a122 + a1373)
(1) Yo = p(an 1 + a2 + G23T3)

Y3 = p(az1z1 + azTs + as3T3)
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Lat oss forst anta att P ar en vanlig punkt i P5, dvs att 3 # 0. Vi identifierar da P med
punkten (&1,&,1) dir & = z1/x3,& = xo/x3. Om dessutom @ &r en vanlig punkt, dvs
ys # 0, sa identifierar vi () med punkten (1,72, 1), dar n1 = y1/ys, M2 = yo/ys. Eftersom

ar1Z1 + Qoo + ar3xs = T3(am s + areés + ar3)
far vi sambandet

_anéy +aés + a3
az1&1 + az2és + ass

(2)

a21&1 + ag2s + ags

az1&1 + az3és + asz

Observera att vart antagande att y3 # 0 innebér att ndimnaren az1 &1 + azeés +azz # 0. Om
y3 = 0 sd ar @ punkten i oéndligheten med koordinater (7, 79,0) dar n; = a11& + a12ée +
a3, Mo = a21&1 + a228o + ags.

e =

Vi tar nu fallet att P r en punkt i odndligheten, (z3 = 0). Om P dr punkten i odndligheten
med koordinater (&1, &, 0), och ag1&1+ase€s # 0 sa dr Q punkten med koordinater (7,72, 1),
dar
_ané +a12ée _an1&1 + a2
=, ) = .

az1 &1 + azéo az1é1 + azeéo

Slutligen, om a3;&; 4+ ase€ = 0 sd dr @ punkten i odndligheten med koordinaterna (1, 72, 0)
dar

T

m = anéi + a2z, M2 = a21§1 + ax0y.

Av uttrycket (2) ser vi att gruppen av projektiva transformationer omfattar gruppen av
affina transformationer. Ty om a3; = ags = 0 och (for enkelhets skull) ag3 = 1 ger (2) att

{ m = ané + aée + a3
N2 = a21&1 + a2 + ags

Avbildningen (&,&) — (m,n9) ar saledes affin i detta fall. Men gruppen av projektiva
transformationer innehéller ménga andra (och mer komplicerade) transformationer &n de
affina. Den projektiva geometrin kan darfor ses som overordnad den affina geometrin.

I affin geomteri kan man avbilda en godtycklig triangel i en annan triangel (se lemma 3 i
kapitlet om plana geometrier). F6ljande sats visar att man i den projektiva geometrin kan
avbilda en godtycklig fyrhérning i en annan fyrhérning. (Déremot dr exempelvis rektanglar
inte projektivt invarianta, eftersom varken avstand eller vinklar ar det.)

Sats 4 (Fundamentalsatsen for projektiva avbildningar)

Om A,B,C,D och A", B",C', D" dr tva uppsdttningar av fyra sinsemellan olika projektiva
punkter, varav inte tre ligger pd en projektiv linje, sd finns en entydigt bestdmd projektiv
avbildning T som avbildar A pd A', B pd B', C pd C' och D pa D'.
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Vi ger ett bevis av denna sats nedan. Forst kommer ett exempel pa en anvindning.

Exempel 2 Det finns en klassisk sats som kallas Pappus sats. Den handlar om tva linjer
ett tva uppsittningar A, B,C och A’, B, C' pa var sin linje.

Dessa punkter férenas med linjer som figu-
ren visar. Pappus sats sager att de tre skar-
ningspunkterna M, (skidrningspunkt mellan
linjerna A'B och AB'), N (mellan linjerna
C'A och AC") och L (mellan B'C och C'B)
ligger pa en rit linje (streckad i figuren).

For att bevisa denna sats avbildar vi de fyra punkterna O, A, M, A’ pa fyra punkter, si
att O avbildas pa punkten i odndligheten i riktningen (1,0), A’ avbildas pa punkten i
oandligheten i riktningen (0, 1), medan M avbildas pa den vanliga punkten (0,1) och A
avbildas pa den vanliga punkten (—1,0). Da kommer linjen genom A’, B', C' att avbildas
pa linjen genom odndligheten. Figuren nedan visar hur situationen nu ser ut.

Eftersom B ar skdrningspunkt mellan linjer- A A B’
na OA och A'M maste B = (0,0). Eftersom

B' ligger pa linjen AM maste B’ vara punk-

ten i odndligheten i riktningen (1,1). Punk-

ten C ligger pa linjen AB sa att C = (¢, 0).

Lat vidare C’ vara punkten i odndligheten i

riktningen (a, b). Man kan nu finna koordina- M
terna for N (som ju dr skdrningspunkt mellan L
linjerna AC" och C A") och L (skdrningspunkt
mellan BC" och B'C). A B c
Man far att N = (—1,0) + ¢(a,b) = (¢,0) + s(0, 1), vilket forst ger —1 + at = ¢, bt = s och
sedan

Q

o}

N = (e, g(c+ 1))

P4 samma sitt far man L = t(a,b) = (¢,0) + s(1,1), vilket ger

c
L= b
Detta ger till slut att
— bc+b—a — ac bc+b—a a
MN= (e, = =), ML= — =) = ;5 M

Detta visar att M, N, L ligger pa en linje.
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Bevis: (av fundamentalsatsen for projektiva avbildningar.)

Lat a,b,c,d och a’,b’,c¢’,d’ vara de homogena koordinaterna fér A, B, C, D resp. A’, B',C', D'. Eftersom
A, B, C inte ligger pa en (projektiv) linje, s ligger a, b, ¢ inte i ett plan. Varje vektor kan dérfor skrivas
som en linjarkombination av a, b, c. Vi kan till exempel skriva d = aa + b + yc. Har ar alla talen a, 3,7
alla skilda fran noll. Ty om exempelvis @ = 0 sa ligger d i det plan som spinns upp av b och ¢, vilket
innebir att de projektiva punkterna D, B, C' ligger pa en linje, nadgot som dr uteslutet i férutsittningarna.
Det foljer att matrisen [@a Bb ~yc] &r inverterbar.

Analogt kan vi skriva d' = o/a’ + 8'b’ 4+ +'c’, dar alla talen o/, §',+'. Sétt nu
M = [o/a’ 8'b' 7/'c][ea Bb ~c] ™t
och lat F' vara motsvarande projektiva avbildning. Eftersom
M(aa) = o/a’, M(8b) = 3'b’;, M(yc) =4'c’
sa géller F(A) = A', F(B) = B', F(C) = (C'. Vidare &r
M(d) = M(aa + b+ yc) =a'a’ + b’ ++'c' =d'
Saledes galler &ven att F(D) = D’. Darmed ar existensen visad.

Antag nu att Fy och Fy ar tva avbildningar med satsens egenskaper. Sitt da F' = F; o F; '. Da avbildar
F punkterna A, B,C, D pa sig sjilva. Om F ges av matrisen M si finns tal p, g, r, s sa att

M(a) = pa, M(b) =¢b, M(c) =rc, M(d) =sd
Om nu d = ca + b + 7yc s& ger sambandet M(d) = sd att
paa + gBb + ryc = saa + sfb + syc

Detta ger p = ¢ = r = s. Darfor ar M = s, vilket ger att F' dr identitetsavbildningen dvs F; = F5.



