Om brutna derivator

Jorgen Lofstrom

En konkret fraga

Vad &r halva derivatan av sin (y/z) ? 1 formler alltsa
Vad & D'/?sin (Vz)?
Lisaren kanske vill svara med en rad motfragor.

“Varfor halva derivator? Har man nagon nytta av det?”
“Vad da halva derivator, vad dr det for nagot?”

“Varfor just sin (v/z) 77

Den sista fragan oroar mig minst. For mig &r sin(y/z) bara ett exempel pa en
hyggligt enkel funktion. Ta girna en annan! Den andra fragan &r just vad denna
text handlar om. Den forsta fragan kommer endast delvis att besvaras och svaret
kommer att ges 1 portioner. Till en bérjan néjer jag mig med att ge ett personligt
fargat delsvar.

Riknandets glidje

En student pa en av vara grundkurser sokte hirom aret upp mig. Han fragade om
jag visste hur man skulle rdkna ut halva derivatan av nagon funktion. Kanske var
det just funktionen sin (y/z). Studenten satte igang att rikna pa tavlan och jag
tittade faderligt men avvaktande pa. Rétt snart sag jag att det han hade funderat
ut var bade smart och intressant. Jag erinrade mig dessutom att jag faktiskt dgnat
en stor del av min tid som matematiker at bade halva och trefjirdedels derivator,
dven om jag inte funnit nagon anledning att explicit rdkna ut dem. Studentens
ogon lyste av entusiasm, medan han fyllde tavlan. Han behévde uppenbarligen inte
nagon sirskild motivering for att berdkna halva derivator.

Sa hir berédttar forfattaren Willy Kyrklund 1 boken Méstaren Ma:

Matematiken skall ha upptickts av en tillfillighet. En furste onskade veta storleken
pa sina domdner. Han sdnde ivig en hovman alt ta reda pa saken. Nir hovmannen
kom tillbaka och avlade rapport, nimnde han samtidigt hur han gatt tillviga. Fursten
blev fortjust. Han sade : rdkna ut nagot annat at mig, vad som helst. Hovmannen
gick bort och fann pa ndgot annat och riknade ut det. Fursten blev ytterligare for-
tjust och sade : rikna ut dnnu ndgot annal at mig, sak samma vad, nagonting som
du kan finna pa. Didrmed var matematiken upptickt.

Matematik handlar nog inte enbart om att rdkna ut det ena och det andra.
Det handlar ocksa om att identifiera viktiga begrepp, sdtta ord pa dem, en slags



sprakutveckling kan man kanske siga. Men Kyrklunds historia har onekligen en
poing. Mycket av matematiken bestar i att rdkna ut det som gar att rdkna ut, och
dessutom finna glidje 1 det.

Ett forsta misslyckande

Hur skall vi nu bira oss at for att berikna D'?sin (y/z) ? 1 vara vanliga ldrobscker
borjar man oftast med en ordentlig definition. Men definitioner kommer nagonstans
ifran. Man kan inte definiera begreppet kontinuitet eller sluten mingd hur som
helst. En definitionerna uttrycker en erfarenhet, en insikt om vad som #r rimligt
och visentligt. Det dr detta som ger matematikens definitioner deras magiska kraft.
Med rétt definition kan dven komplicerade sammanhang bli enkla. Men hur skall vi
avgora vad som dr en rimlig definition av halv derivata? Vi far gora ett forsok rakt
ut 1 luften sa far vi se var vi hamnar.

Den vanliga derivatan D f(z) av en funktion f(x) definieras ju som fsljande

Df(z) = lim L1 = /(@)

h—0 h

gransvirde:

Kunde vi da inte definiera halva derivatan av som griansvirdet

Ja+h) — f)
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Jovisst, varfor inte. I ett avseende dr detta en bra definition. Den medfér ndmligen
att varje deriverbar funktion ocksa har en halv derivata. Om f dr deriverbar sa blir

i L8R = f(2) _ 1imh1/2f($+h})b_f($)
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Dirmed skulle alltsda D'/?sin (/z) = 0. Enkelt men trots allt inte alls bra, ty
rimligen borde halva derivatan av halva derivatan vara hela derivatan. I formelsprak
alltsa:

D'?D'? f(z) = Df(x) (1)

Men da blir
Dsin (v/z) = D'2D"?sin (y/z) = DY20 = 0

Detta ger alltsa fel resultat. Var ansats har misslyckats kapitalt. Anda tycker man
ju att det borde ligga nagot 1 vart forsok. Vi far vil se.

En liten framgang

Vart forsta forsok att definiera halv derivata har nu strandat, men vi star inte lingre
tomhénta. Vi har ett misslyckande att utga ifran. Och vi har faktiskt en idé. Den
uttrycks i formeln (1). Lite generellare skulle vi kunna skriva

DD’ f(x) = D™ f(a) (2)

Hér skall da D beteckna den brutna derivatan av ordningen «. Det &r alltsa
meningen att o skall vara ett godtyckligt reellt tal, eller i varje fall ett godtyckligt
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positivt reellt tal. Definitionen av brutna derivator bor goras sa att formeln (2)
giller. Dessutom bor D? f(z) stimma dverens med den vanliga n-te derivatan om
a = n , ett positivt heltal. Detta skall vi anviinda for att testa rimligheten i framtida
definitioner.

Jag foreslar nu att vi avvaktar med den generella definitionen av bruten derivata.
Lat oss i stillet leka med formeln (2) och se vad vi kan astadkomma med den. Lat
oss ocksd vilja en enklare funktion &n sin(y/x) , till exempel z?. Vi skall alltsa
forsoka berdkna D%zP. Om a = n dr ett positivt heltal sa vet vi vad svaret skall bli,
ndmligen en konstant ganger 7", Ndrmare bestdmt vet vi ju att

D'z? =p(p—1)---(p—n+ )"
Med hjilp av den sa kallade gamma-funktionen I' kan vi skriva

I'(p+1)

D' = ————
I(p—n+1)

zr" (3)
Information om gamma-funktionen kan man exempelvis finna i den utmérkta upp-
slagsboken Beta. Viktigast for oss dr att veta att I'(a + 1) = al'(«) och (ldngre
fram) att I'(1/2) = /7.

Utgaende fran formeln (3) dr det naturligt att definiera D*2P genom att sétta

I'(p+1)

D%l = ————
Plp—a+1)

A (4)
Det ar d& latt att visa att
DotPaP = D DPaP

Dessutom kommer D?z? att stimma 6verens med den vanliga n-te derivatan om
a = n (ett positivt heltal).

Nagra mirkliga formler

Ett par specialfall av formeln (4) kan vara trevliga att se innan vi gar vidare i var
diskussion:

DYy =2 z
m

DY?| = #
(mz)
D121 =2,/%
i

Observera att vi fortfarande inte har en allmén definition av brutna derivator, men
vi dr faktiskt i stand att besvara fragan “vad &r halva derivatan av sin (y/z)”. Om vi
nidmligen utvecklar sinus-funktionen i Maclaurin-serie och sitter in \/x som variabel
sa far vi (1)
: - —1 k+1/2
sin(vz) =) ————=x
Vo) = 2 Gy

Lat oss nu halv-derivera termvis. Formeln (4) ger att

DUz k4172 _ I'(k + 3/2)$k
NUES



Sitter man in detta 1 den termvis halv-deriverade serien sd far man efter en del
forenklingar foljande mirkliga resultat

D2 sin (3) = Y ao(v)

Héar dr Jo Besselfunktionen av ordningen noll. (Se Beta.) Andra mérkliga formler
som later sig hirledas med hjilp av (néstan) enbart (4) &r

D1/2€x —

+ e"erf(\/x
el

Problemlosandets moddor

Lat oss lamna dessa speciella kalkyler och i stéllet titta tillbaka pa vara berdkningar.
Till en borjan gjorde vi en férenkling genom att vi valde att arbeta med funktionen
z? och inte den mer komplicerade funktionen sin (y/z), men vi lyckades &nda till
slut finna den halva derivatan av den senare funktionen. Detta #r ett exempel pa
en ofta framgangsrik problemlésningsmetod: Los ett enklare fall forst, eller 16s ett
annat relaterat problem! Men vi gjorde ocksa en annan sak. I stillet for att ndja oss
med att berdkna halva derivator gick vi 6ver till generella brutna derivator och det
var genom denna 6vergang som det blev tydligt hur vi skulle definiera dven halva
derivatan. Detta &r alltsa den motsatta metoden, 16sning genom generalisering: Om
du inte kan 18sa ditt konkreta problem, sétt in det i en limplig (dér sitter det!) all-
ménnare ram och 16s ett generellare problem. Denna senare problemlésningsmetod
brukar inte framhallas, men jag har funnit den anvindbar manga ganger.

Omvig till méalet

[ vara vanliga analyskurser ldr vi ut att det finns ett intimt samband mellan derivator
och integraler. Integration kan ses som en invers operation till derivation. Ténker
vi oss nu brutna derivator sa kunde vi ocksa tdnka oss brutna integraler. Om vi
kan hitta en vettig definition av brutna integraler kunde vi sedan definiera brutna
derivator som nagon slags invers operation.

Lat oss sdtta

Om f(a) = 0 s& har vi enligt integralkalkylens huvudsats att

f@)= [ Df(y)dy = IDf ()

Detta kan tolkas sa att integration &r invers operation till derivation (eller tvirtom
om man sa onskar). I formler alltsd 7 = D~ (eller D = I~'). T samband med
beviset av Taylors formel itererar man som bekant denna formel. Om man antar att

f(a)=[(a) == [""D(a) =0,

sa giller



dér
1 z
" — / . n—1 d
9(x) ﬂa-a@ )" gy)dy
Ersdtter vi hédr heltalet n med ett godtyckligt reellt tal a sa far vi en tdnkbar
definition av bruten integral, alltsa

10(e) = s [ =) atw)iy g

Om vi nu tdnker pa I® som en negativ derivata, I = D™, sa skulle vi kunna skriva
D*f(z) =D"D*™" f(x) = D"I"*f(x)om m—1<a<m.

Vi skulle med andra ord fa formeln

1

I'(m—«

D" f(z) = ;o | @ =)y

En irriterande detalj i denna formel &dr att den beror pa den undre integrationsgrin-
sen a. Déarfor bor vi markera detta beroende i vart val av beteckning. Vi gor nu
foljande definition.

Antag att —oo < a < oo och lal o vara etlt positivlt reellt tal. Antag att m dr
ett heltal sd att m —1 < o < m . Den brutna derivatan D? f(z) av en funktion
definieras da genom formeln

D21(w) = gm0 [ e =0 )y ()

I'(m — «
under forutsditining hoger led existerar.

Denna definition hirstammar fran 1800-talet (Liouville, Riemann).

Om tillridckligt manga av f:s derivator forsvinner i punkten a, sa géller formeln
D3P f(x) = Dy D] [(x)

(L&saren uppmanas att gora ett forsok att visa denna formell Anvind partiell
integration, omkastning av integrationsordningen och Betas formler fér gamma-
funktionen.)Vidare giller att

L(p+1)
I'(p—a+1)

Dgz? = P

Var definition har ddrfér de egenskaper som vi har resonerat oss fram till tidigare,
bortsett da fran komplikationen att vi maste specificera en viss punkt a i definitionen
och dessutom anta att funktionen och dess derivator upp till en viss limplig ordning
maste vara noll i denna punkt.



En blick tillbaka

Lat oss koncentrera oss pa fallet 0 < oo < 1. Da ger definitionen att

1 T
D)= m—ay P e - )y

Av denna formel ser man att virdet av D} f(z) inte bara beror pa hur f ser ut i
nidrheten av punkten x. Virdet beror uppenbarligen pa funktionens virden i hela
intervallet (a,z). Andrar man f till exempel i nirheten av punkten a, sa kommer
D3 f(z) att dndras. Detta beteende skiljer sig helt fran den vanliga derivatans upp-
tridande. En &ndring av funktionens viirden i ndrheten av en punkt a dndrar inte
derivatans virde i en annan punkt z. Derivatan miter ju hur mycket funktionen
varierar 1 punkten z. Man brukar uttrycka detta genom att sidga att derivation &r
en lokal operation. Men bruten derivation dr tydligen inte en lokal operation. Men
vad handlar da bruten derivation om? Foljande resultat ger en viss information.

Forst omvandlar jag formeln ovan genom att integrera partiellt (under antagan-

det att f(a) =0)

1

D?f(ﬂf):m

[ @ =Dy
Jag villjer @ = —oo , eftersom budskapet blir tydligast da. Da giller

Om 0 < a <1 sa gdller

. L f() = S = h) dh
Deof(@) = 753 /0 he D

(For att visa formeln borja med att anvinda integralkalkylens huvudsats och skifta
sedan integrationsordning.)
Formeln visar att existensen av den brutna derivatan D®__ f(z) for det forsta

f(x) — f(z—h)
ho
skall tala att integreras mot méattet dh/h i nirheten av h = 0. Detta &r ett regula-
ritetskrav, som liknar kravet pa deriverbarhet i punkten z, men dr svagare eftersom
0 < a < 1. (Man paminner sig hir det inledande misslyckandet. Idén har hér
ateruppstatt i en ny och ovintad form!) Men detta krav rédcker inte, ty man skall

kraver att differenskvoten

integrera over hela intervallet (0, 00). Detta kriver att f(x — k) inte blir for stor da
h — oco. For att den brutna derivatan D f(x) skall existera krivs saledes dels en
lokal regularitet i punkten x, dels en global begridnsning, d.v.s. ett begrdnsningsvill-
kor pa funktionen f &ver hela intervallet (—oo, z).

En andra vig

Var definition av brutna derivator visade sig mer komplicerad &n vi kanske vintade
oss. Den har ocksa andra nackdelar. Antag att vi dr intresserade av periodiska
funktioner. Da vill vi nog gidrna att den halva derivatan av en periodisk funktion



skall vara periodisk, men D(l)/Ql ar inte periodisk trots att den konstanta funktion 1 dr
det. Men om vi arbetar med periodiska funktioner har vi ett fantastiskt hjalpmedel
till forfogande, ndmligen Fourier-serier. Kanske kan man finna en annan definition
av brutna derivator med hjilp av sadana serier. Plats for en ny undersskning.
Antag alltsa att vi har en 27-periodisk funktion f med Fourier-serien

fa)= Y et

k=—0c0

Deriverar vi termvis far vi

o0

D f(z)= > (ik)"cre™™

k=—c0

I samma anda som tidigare definierar vi nu

o0

D f(z) = Z (ik)*cpe™™

k=—c0

Man maste da gora klart for sig vad man menar med (ik)*, men det dr inget storre
bekymmer. Anvinder vi oss av nagon elementir lirobok om analytiska funktioner
far vi foljande definition

(Zk)oz — |k|oze7riozsign(k)/2

Nu giller uppenbarligen att D*D? = D**# och den brutan derivationen &verens-
stdmmer med den vanliga derivationen ifall « dr ett positivt heltal. Dirfor dr denna
idé lika god som nagon annan, ja faktiskt bittre eftersom en periodisk funktion up-
penbarligen far periodiska brutna derivator. Problemet med denna andra definition
ar att det blir ganska knepigt att berikna den brutna derivatan av en given funktion.
Definitionen ovan hdrstammar fran vart arhundrade (Zygmund, 1935). Lat oss kalla
denna derivata for Zygmund-derivatan.

Observera den lockande mgjligheten att definiera andra sorts derivator &n brutna,

till exempel

ID|f(z) = Y liklege™
k=—o00
eller allminnare .
O(D)f(z) = > ®(ik)cpe™
k=—o00

Hér dr @ en funktion definierad pa imaginira axeln. Exempelvis far man

o0

eth(;z:) — Z etikckeikr — Z ckeik(r-}—t) — f(l’ + t)

k:—oo k:—OO

Denna linje i1 diskussionen skall vi dock inte folja vidare.



Samband som gor tva till ett

Vi har nu tvd definitioner av bruten derivata som ser helt olika ut. Men det finns
ett samband.

Om .
M@= 3 ek
k=—c0
sa gdller
Do @)= Y (k) e
k=—c0

om denna serie dr absolutkonvergent.

Detta innebér att Riemann-Liouville-derivatan D2 __ stimmer 6verens med Zygmund-
derivatan som vi definierade i foregaende avsnitt. (For att visa likheten ovan, borja
med vinster led. Stoppa in Fourierserien for f, skifta ordning mellan summation
och integration. Byt dérefter variabel i integralen och berdkna den. Rikningarna
har sina finesser, med det gar!)

En nytt synsétt

Jag skulle nu vilja avsluta med att berdtta om situationer liknande dem dér jag har
behovt brutna derivator. Lat mig ta ett konkret exemepel. Om man vill numeriskt
berdkna en integral &ver ett begridnsat intervall kan man exempelvis tillgripa tra-
petsformeln.

D R

X
=

a a+h a+2h a+(n-1)h a+nh=b

Lat nu T'(h) vara arean av figurens parallelltrapetser och 1at F(h) vara det ab-
soluta felet 1 trapetsformeln, det vill siga

Da giller
E(h) < kh*M,

dér k dr en konstant (se Beta) och
M, = max|(2)|
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Detta dr utmérkt om f har en begridnsad andraderivata, med hur ser feluppskatt-
ningen ut om f inte dr riktigt sa reguljdr och vad skall man i sa fall mena med “inte
riktigt sa reguljidr”. Jo, det kunde ju betyda att f har en begridnsad bruten derivata
av ordning lite mindre &n 2. Men 1 just ett sadant hidr sammanhang behéver man
faktiskt inte insistera pa en exakt definition av bruten derivata. Det ricker med att
definiera vad man vill mena med “bruten regularitet”. I samband med trapetsfor-
meln kan man till exempel visa foljande.

Om

|f(x+h)_2j;b(a$)+f($_h)|§Ma (7)

sa gdller feluppskatiningen
E(h) < kh*M,

(Hér dr o ett tal mellan 0 och 2.)

Villkoret (7) definierar inte nagon bruten derivata, men det definierar en slags
bruten regularitet. Observera att om a = 2 s kommer vinster led i (7) att konver-
gera mot f"(z). Om «a < 2 sa innebir villkoret (7) ett svagare krav pa funktionen in
att andra-derivatan dr begrinsad, alltsd en slags “bruten regularitet”. (Man siger
ibland att f uppfyller ett Zygmund-villkor av ordningen «.)

Om man sysslar med kvadratiskt integrerbara periodiska funktioner kan man pa
liknande sitt definiera “bruten regularitet”, exempelvis pa foljande sdtt. Satt

1= (o [ 1)

Enligt Parsevals formel har vi da att

sl 1/2

IFl=( > (ex)?)

k=—0c0

Man introducerar sedan en skala av normer genom formeln

Hf”oz = HDafH — ( f: (|k|a|ck|)2)1/2

k=—0c0

Att en funktion f har den brutna regulariteten « far da betyda att || f||, &r &ndligt,
(d.v.s. att D™ f dr kvadratiskt integrerbar). Observera att ju stérre virde pa o man
viljer desto snabbare maste Fourier-koefficienterna ¢, ga mot noll. Det innebir 1 sin
tur att f:s regularitet okar.

Avslutning

Riemann-Liouvilles definition av brutna derivator férekommer i olika varianter ocksa
i modern matematik till exempel i operatorteori. Man kan ldsa om detta i Yosidas
bok “Functional analysis”. Zygmunds definition férekommer 1 méanga varianter i
samband med olika transformer, (Fouriertransformen i synnerhet) eller allminna
egenfunktionsutvecklingar. Mitt eget intresse for brutna derivator kommer fran den
funktionalanalytiska teori som brukar kallas interpolationsteori, en teori som har
en av sina viktigare tillimpningar pa approximationsteori (feluppskattningar till
exempel).
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I denna bok formligen viltrar man sig 1 formler f6r brutna derivator.
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