Om plattor och polygoner

Polygoner

En manghoérning definieras av ett antal hdrn, dvs punkter i planet och lika manga sammabind-
ningslinjer mellan dem. Sammabindningslinjerna far bara mo6tas i hornen och de skall tillsam-
mans bilda en sluten kurva, manghdérningens rand. Sammanbindningslinjerna mellan hérnen
kallas sidor. Vi kommer bara att arbeta med konvera manghérningar, vilket betyder att alla
punkter pa linjestycket mellan tva punkter pa randen ligger pa eller innanfér randen. En konvex
manghorning kallas en polygon. Nagra figurer far belysa terminologin:

I de tre figurerna finns fyra punkter markerade och fyra sammanbindningslinjer (réda). Den
forsta figuren ér inte en fyrhérning, eftersom tva sammanbindningslijner skér varandra i en femte
punkt. Den andra figuren visar en konvex fyrhérning. Den tredje figuren visar en fyrhérning
som inte ar konvex, eftersom linjestycket mellan de tva vénstra hornen inte ligger pa eller helt
innanfor randen.

Plattor

En platta (eng: tiling ) &r en konvex polygon. Den har alltsé ett visst antal horn och lika manga
sidor. En platta har ocksa ett antal fastpunkter (eng:vertex) och ett lika stort antal kantar
(eng:edge). Varje horn dr en fastpunkt. En kant dr en del av en sida som sammanbinder tva
fastpunkter pa sidan.

Vi kommer att beteckna fastpunkterna med stora bokstéaver som viljs efter vilken farg som vi
anvander for att markera fastpunkterna, t.ex. R for en rod fastpunkt eller C for en fastpunkt
med firgen cyan. Det kommer inte att behévas mer dn 6 fastpunkter, dvs maximalt R, G, B, C,
M, Y (réd, gron, bla, cyan, magenta och gul). Kanterna betecknas med sma bokstéaver. Den kan
som borjar i punkten R och slutar i G betecknas med r osv. Vi illusterar med en parallellogram
med fem fastpunkter.

Vinkeln vid en fastpunkt betecknas med kursiverad bokstav. Vinkeln vid punkten R betecknas
alltsd R. I parallellogrammen ovan har vi alltsa att

R+ G=180°,C=180°, B=R,M=G, ochb+c=r,m=g (1)

Féstpunkterna tas alltid i samma ordning, ndmligen R, G, B, C, M, Y. Den cirkelformade pilen
vill visa att randen &r orienterad moturs (s.k. positiv orientering).



Planfyllande plattor

Plattan ovan har en intressant egenskap. Om man har ett obegrédnsat antal kopior av denna
platta kan man ndmligen técka hela planet genom att foga ihop plattkopiorna med varandra i
plattornas fastpunkter. Plattorna far roteras hur som helst och dven vdndas upp och ned, men
plattorna maste fastas i varandra i fastpunkterna och ligga kant vid kant. Har en bild som visar
hur det gar till med just denna platta,

Som synes fasts punkterna R och G vid varandra, liksom punkterna B, C och M. Lat oss notera
hur desa punkter fists vid varandra genom att helt enkelt skriva (R,G), (B,C,M). Dessutom
ligger angransande plattors kanter intill varandra. Exempelvis ligger kanter g intill kanten m,
medan kanterna r, b och c ligger intill ssamma kanter. Vi noterar detta genom att skriva (r),
(gm), (b), ().

En polygon som har egenskapen att dess kopior kan técka hela planet pa ovan beskrivna sétt
kallas planfyllande.

I exemplet ovan kan man dndra proportionerna si linge som villkoren (1) ovan &r uppfyllda.
Man kan exempelvis dndra vinkeln i faistpunkten R, om man samtidigt &ndrar vinklarna i G, B
och M. Man kan ocksd #ndra kantlingderna. Ar bara villkoren (1) uppfyllda kommer plattan
fortfarande att vara planfyllande.

Olika typer av planfyllande plattor

Det finns manga olika typer av planfyllande plattor. Men om man bortser fran detaljer som
exakta vinkelstorlekar och exakta kantldngder kan man dela upp planfyllande plattor i fyra
grundkategorier och inom varje kategori finns bara ett begrédnsat antal typer. Det finns 14
typer av planfyllande plattor baserade pa trianglar, 56 typer baserade pa konvexa tetragoner,
24 typer baserade pa konvexa femhorningar (pentagoner) samt 13 typer baserade pa konvexa
sexhorningar (hexagoner). Det finns inga planfyllande konvexa manghorningar (polygoner) med
fler &n sex horn!

Kélla: Griinbaum och Shepard: Tilings and Patterns. Freeman and Co,1987.

Det finns senare upplagor. Kolla pa nétet!

I likhet med denna bok betecknar vi en planfyllande platta med PX-nr, dar X &r antal hérn
(3,4,5 eller 6) och nr &r plattans nummer i bokens katalog (sidorna 482-486). Det forsta exem-
plet ovan ar P4-28.

I det foljande kallas en planfyllande konvex polygon for plattmodell.



Ett komplicerat exempel (P4 - 15)

Vi tar nu ett andra, nagot mer komplicerat exempel med en konvex fyrhérning (tetragon).

For att denna tetragon skall vara planfyllande krévs foljande:
R=B=180°, G+ M= C+ Y=180° och g=m,c=1y (2)

Plattmodellen ovan dar P4-15 i ovan ndmnda bok. Plattorna fists samman i punkterna R, G,
M och B, C, Y. Vi noterar detta forhéllande genom att skriva (R,G,M), (B,C,Y). Hur kanterna
gransar intill varandra noterar vi genom att skriva (r), (g,m), (b), (c,y). Figuren nedan visar
hur och varfor.

Observera att randen i tetragonen i mitten ar orienterad moturs, medan randen i fyra av kopiorna
ar orienterad i motsatt riktning (medurs alltsd). Dessa fyra tetragoner éar séledes spegelvinda
versioner av tetragonen i mitten.

Plattmodell P4 - 16

Vinklar: R= Y =180° C+ B= G+ M = 180°. Kanterlingder: g = m,c =y.
Féastpunkter: (R,G, M), (B,C,Y). Kanter: (r), (g, m), (b), (c,y).



Plattmodell P5 - 11
/

Vinklar: B+ Y = 180°, C'= 180°. Kanterldngder: g = m,c = y.
Féstpunkter: (R,G, M), (B,C,Y). Kanter: (r), (g, m), (b), (c,y).

Fler exempel pa plattmodeller

Plattmodell P3 - 5

Vinklar: R = 180° G+ B+ C = 180°. Kanterlangder: r = g.
Féastpunkter: (R, G, B,C). Kanter: (r,g), (b), (c).

Plattmodell P4 - 1

Vinklar: R = M = 180°, G+ B = C'+ Y = 180°. Kanterlingder: r = g,b = y,c = m.
Féastpunkter: (R, G, B), (C,M,Y). Kanter: (r,g), (b,y), (¢, m).



Plattmodell P5 - 6

Vinklar: B4+ C+ M = 360° Y= R+ G = 180°. Kantldngder: g = m,b = c.
Féastpunkter: (R,G,Y),(B,C, M). Kanter: (r), (g, m), (b,¢), (y).

Plattmodell P6 - 11

Vinklar: R=B= M=120° G+ C+ Y = 360°. Kantlangder: r =y,g =b=c=m.
Féastpunkter: (R),(G,C,Y), (B, M). Kanter: (r,y), (g,b), (b,m), (c,b).



